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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 


Настоящее издание этой книги по сравнению с первым изданием, 
вышедшим в 1955 г. под тем же названием, имеет следующие отличия. 

Систематизирован и облегчен ряд разделов, связанных C методом 
гармонического баланса. Заново переработан параграф, посвященный 
рассмотрению «резонансных» случаев. Расширено содержание последней 
главы, посвященной вопросам математического обоснования асимптотиче- 
ских методов. 

Изложение книги дополнено новой главой, посвященной рассмотре- 
нию одночастотных колебаний в системах со многими степенями свободы, 
а также более подробным изложением метода медленно меняющихся пара- 
метров, который в настоящее время весьма широко ‘используется на 
практике. 

Кроме того, в настоящее издание внесены различные более мелкие 
дополнения, уточнения и исправления, о которых мы не упоминаем. 

В связи с изменением объема книги авторы несколько изменили также 
принятую ранее нумерацию глав и параграфов. 

При подготовке второго издания авторы стремились учесть ценные 
замечания, сделанные им различными лицами, которым они выражают 
свою признательность. 

Авторы также благодарят аспиранта О. Б. Лыкову за помощь при 
подготовке к печати настоящего издания. 


ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 


В настоящее время вопросы нелинейных колебаний привлекают к себе 
большое внимание в самых различных областях техники и физики. 

Весьма эффективным средством для исследования нелинейных коле- 
баний являются методы асимптотических разложений по степеням малого 
параметра. С их помощью в большом числе практически важных случаев 
удается получить сравнительно простые расчетные схемы и детально 
выяснить характер протекания колебательного процесса. 

В связи с этим чувствуется потребность в книге, в которой соответ- 
ствующая методика была бы изложена в возможно простой форме, не тре- 
бующей от читателя большой математической подготовки. Выпущенная 
в 1937 г. книга Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова «Введение в нели- 
нейную механику», посвященная как раз этим вопросам, в настоящее 
время является библиографической редкостью, к тому же разработанные 
ее авторами методы получили теперь значительное развитие. В связи 
с этим настоящая книга и предлагается вниманию читателя. 

Ее основной целью является изложение метода асимптотических 
разложений по степеням малого параметра в их современной форме при- 
менительно к задачам нелинейной механики. 

Поэтому рассматриваемые в ней примеры имеют в основном иллю- 
стративный характер, и книга никоим образом не претендует на сколько- 
нибудь полный охват проблем теории нелинейных колебаний и рассматри- 
ваемых в ней физических явлений. 

Книга состоит из введения и пяти глав. 

В главе первой рассматриваются собственные колебания в системах 
с одной степенью свободы, близких к линейным. 

Глава вторая содержит основные элементарные сведения метода 
фазовой плоскости. Рассмотрены также свободные колебания в системах 
релаксационного типа. Для понимания вопроса о переходе к разрывной 
трактовке релаксационных колебаний здесь изложены основные поло- 
жения метода большого параметра, разработанного А. А. Дородницыным. 

Глава третья посвящена исследованию колебательных систем, нахо- 
дящихся под воздействием внешних периодических сил. | 

В главе четвертой излагаются методы усреднения, с помощью которых 
можно рассматривать системы со многими ‘степенями свободы. 

Эти четыре главы рассчитаны на читателя, знакомого с математикой 
в объеме нормального курса втуза. 

Глава пятая предназначена для математиков, интересующихся 
вопросами теории дифференциальных уравнений с малым параметром. 
В ней рассмотрены вопросы обоснования асимитотических методов и уста- 
новлен ряд теорем о существовании и устойчивости периодических и почти 
периодических решений, 
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1. Изучение колебательных процессов имеет основное значение для 
самых разнообразных разделов механики, физики и техники. Вибрации 
сооружений и машин, электромагнитные колебания в радиотехнике 
и оптике, автоколебания в системах регулирования и следящих системах, 
звуковые и ультразвуковые колебания — все эти, казалось бы, различ- 
ные и непохожие друг на друга колебательные процессы объединяются 
методами математической физики в одно общее учение о колебаниях. 

Следует заметить, что с развитием науки и техники быстро возрастает 
и роль учения о колебаниях. Не говоря о таких дисциплинах, как радио- 
техника и акустика, которые полностью «оккупированы» учением о коле- 
баниях, возьмем, например, хотя бы машиностроение. Еще не так давно 
изучению колебаний здесь не придавалось особого значения, и расчеты на 
прочность велись на основе статических представлений о зависимости 
деформаций от нагрузок. Однако вместе со стремлением к увеличению 
числа оборотов и уменьшению габаритов при переходе к скоростному 
машиностроению пренебрегать ролью колебаний и здесь стало уже не- 
возможно. Многочисленные аварии, связанные с увеличением факти- 
ческих нагрузок из-за возбуждения колебаний, сделали необходимым для 
конструкторов и инженеров тщательное исследование возможных вибра- 
ций узлов машины и оценку их интенсивности. 

Истоки современного учения о колебаниях мы можем ясно заметить 
в классической механике времен Галилея, Гюйгенса, Ньютона в задаче 
о движении маятника. В трудах Лагранжа имеется уже сформировавшаяся 
теория малых колебаний. При дальнейшем развитии она получила назва- 
ние теории линейных колебаний, т. е. колебаний, характеризуемых 
линейными дифференциальными уравнениями с постоянными коэффициен- 
тами как однородными, так и со свободными членами, являющимися изве- 
стными функциями времени. 

В трудах ряда ученых линейные дифференциальные уравнения ста- 
ли мощным орудием исследования. Так, А. Н. Крылов и его ученики, 
развивавшие теорию линейных колебаний, с успехом применяли ее к реше- 
нию проблемы о качке корабля, к теории гироскопа, к задачам артиллерии. 

Простота основных принципов теории линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами обусловила большую разра- 
ботанность теории линейных колебаний, общность формулировок ее зако- 
нов и их физическую наглядность. Такие основные понятия этой теории, 
как собственная частота, декремент затухания, ‘резонанс, нормальные виб- 
раторы ит. д., приобрели самую широкую популярность и явились неза- 
менимым средством исследований почти во всех разделах физики и тех- 
ники. Свойство линейности дифференциальных операторов, интерпрети- 
руемое как принцип суперпозиции колебаний, факт перехода гармониче- 
ских функций времени при применении этих операторов в гармонические 
же функции с той же частотой позволили сводить исследование влияния 
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произвольных приложенных сил на линейную колебательную систему 
к исследованию влияния сил простейшего типа, гармонически зависящих 
от времени. Тем самым выработался «спектральный» подход к колебатель- 
ным процессам, получивший громадное значение и вне теории колебаний 
в собственном смысле. 

Техника расчета конкретных линейных колебательных систем при 
стимулирующем влиянии электротехники обогатилась созданием так назы- 
ваемого символического метода и его различных вариантов, например 
метода комплексных амплитуд. Основная его идея состоит в том, что, 
поскольку оператор дифференцирования в комбинациях с постоянными 
коэффициентами подчиняется таким же законам дистрибутивности, ассо- 
циативности, коммутативности, как и обычные числа, то можно заменить. 
оператор дифференцирования по времени некоторым символом и формаль- 
но привести систему линейных дифференциальных уравнений с постоян- 
ными коэффициентами к линейным алгебраическим уравнениям. Решая их, 
мы получаем «символическое решение», которое надлежит затем раскрыть, 
пользуясь определенной рецептурой. 

В случае колебательных систем с бесконечным числом степеней сво- 
боды (или, как говорят еще, с распределенными параметрами), описывае- 
мых уравнениями в частных производных, где, кроме дифференцирования 
по времени, содержится также дифференцирование и по другим незевиси- 
мым переменным, символический метод приводит к уравнениям с меньшим 
числом переменных, что уже представляет весьма существенное 
упрощение. 

После основополагающих работ Хевисайда символический метод 
стал с успехом применяться главным образом в электротехнике для 
решения многочисленных задач. Однако он долгое время вызывал сомне- 
ние со стороны математиков в отношении его законности и обоснованности. 
Лишь с 20-х годов настоящего столетия, после работ Карсона, Дейча, 
Бромвича и др., математическая сторона символического метода начала 
существенно проясняться, связываясь с преобразованиями Лапласа 
й мощными методами теории функций комплексного переменного. 

Вопросам теории и приложения символических методов в настоящее 
время посвящена обширная литература. 

В Советском Союзе работы в области символического метода прово- 
дились А. М. Эфросом и А. М. Данилевским, Н. М. Крыловым и Н. Н. Бо- 
голюбовым, А. И. Лурье и др. 

Ввиду того, что теория линейных колебаний по указанным выше при- 
чинам разработана весьма детально и ее математический аппарат дей- 
ствует, можно сказать, почти автоматически, исследователи стремились 
изучаемые ими колебательные процессы по возможности подводить под 
линейные схемы, отбрасывая часто без должного обоснования нелинейные 
члены. При этом иногда совершенно упускалось из виду, что такая «линей- 
ная» трактовка может привести к существенным ошибкам не только коли- 
чественного, но и принципиально качественного характера. 

На первом этапе развития учения о колебаниях лишь в отдельных 
случаях не пользовались ‘линеаризацией и рассматривали нелинейные 
колебания как таковые (Остроградский, Гельмгольц, Рэлей). Вместе с тем 
следует подчеркнуть, что уже в прошлом столетии существовал математи- 
ческий аппарат, который при надлежащем развитии и обобщении мог бы 
быть приложен для исследования нелинейных колебаний, во всяком слу- 
чае для колебаний, достаточно близких к линейным. Достаточно близкими 
к линейным называются обычно колебания, для которых соответствующие 
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дифференциальные уравнения хотя и являются нелинейными, но содер- 
жат некоторый параметр =, входящий в эти уравнения так, что при нуле- 
вом значении они вырождаются в линейные дифференциальные урав- 
нения с постоянными коэффициентами. При этом предполагается, что 
параметр ¢ является «малым», т. е. может принимать лишь достаточно 
малые по абсолютной величине значения. Говоря о таком математическом 
аппарате, мы имеем в виду прежде всего теорию возмущений, разработан- 
ную астрономами для изучения движения планет. Здесь также приходится 
иметь дело с изучением движений, описываемых дифференциальными урав- 
нениями, содержащими малый параметр. При его нулевом значении они 
вырождаются в уравнения, интегрируемые элементарными приемами, 
обычно в уравнения «задачи двух тел». Такого рода задачи, в частности 
знаменитая «задача трех тел», рассматривались уже при самом возникнове- 
нии небесной механики, причем быстро выяснилась существенная труд- 
ность, состоящая в невозможности использования обычных разложений 
по степеням малого параметра для получения результатов, пригодных 
для изучения движения за достаточно длительный промежуток времени. 
Дело в том, что обычные разложения по степеням малого параметра 
приводят для искомых величин, характеризующих движение, к прибли- 
женным формулам, где наряду с членами, гармонически зависящими от 
времени, присутствуют еще так называемые секулярные члены типа 


tsinat, t™cosat, (1) 


в которых время ¢ входит вне знака синуса или косинуса. Вследствие того, 
что интенсивность секулярных членов быстро возрастает вместе с $, даже 
без детального анализа погрешности яено, что область применимости полу- 
чаемых приближенных формул ограничена слишком коротким интервалом 
времени. | 

Эту трудность можно полностью проиллюстрировать на тривиальном 
примере затухающего движения, описываемого уравнением 


Oe ey (2) 


с малым положительным параметром 2. Решение этого уравнения есть 
д= Се-ч. (3) 


Ho если бы мы применили для решения данного уравнения обычный 
метод разложения по степеням ¢, то получили бы 


ль ). (4) 


Останавливаясь здесь на одном, двух, трех членах, т. е. рассматривая 
формулы первого, второго и т. д. приближений, мы не сможем заметить 
по ним, что наша величина затухает при возрастании ft, поскольку эти 


1 
формулы будут применимы, лишь пока # < -_ ‚а за это время 2 не успест 


заметно измениться. 
Указанное свойство обычных разложений по степеням малого пара- 
метра легко также выявляется при рассмотрении метода, предложенного 
Пуассоном при исследовании задачи о колебаниях маятника. 
Метод Пуассона сводится к следующему: пусть требуется найти 
решение упомянутого нелинейного уравнения, содержащего малый пара- 
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метр г, которое мы можем представить в виде 


Geto = =} (2, =) | (5) 


Тогда решение, удовлетворяющее уравнению с точностью до величин 
порядка малости =""1, ищут в виде ряда 


=, ей. -+... =". (6) 


Подставляя ряд (6) в левую часть уравнения (5), разлагают резуль- 
тат подстановки по степеням €, причем отбрасывают члены, содержащие = 
в степени выше п-й. После этого приравнивают коэффициенты при 
одинаковых степенях параметра =. 

Takum образом, получают систему уравнений: 


ах 

“ge toto = 0, ] 

4х ах | 

мине (8). | A 


d*x 4х 4х ' 
ae р ae ) +h (= Xo, a) eh 


Легко убедиться, однако, что применение изложенного метода при- 
водит к появлению в решении вышеупомянутых секулярных членов. 
Действительно, рассмотрим конкретное уравнение 


m <= + an 13 =0, a>0, 1> 0, (8) 


которое может быть интерпретировано как уравнение незатухающих 
колебаний некоторой массы т, притягиваемой к положению равновесия 
восстанавливающей упругой силой: 


р (x) = ax + 113. (9) 


Предположим, что характеристика восстанавливающей силы р (x) 
близка к линейной. 


a 2 af 
Тогда, обозначая а образуем приближенное решение 


с точностью до величин второго порядка малости. 


Имеем; 
LH Lyerly. (10) 
причем 
ее - 92%, = 0, (11) 
day 2 3 
igor hy 20 (12) 


Из уравнения (11) находим: 
Ly = a Cos (wt -|- 6), (13) 
и, подставляя в правую часть (12), получаем: 


4271 
dt? 


wr, = = — 3 а? 003 (ot +6) — 1 a? cos 3 (wt -+ 4). (14) 
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Отсюда находим для x, следующее значение: 


ж = = 1a sin (wt + 0) += * - 608 3 (wt 9). (15) 


32? 
Подставляя (13) и (15) в (10), получаем искомое решение в виде 
3 аз sin (ot-+ 0) +40, cos 3(wt +0). (16) 


В найденном приближенном решении имеется секулярный член 


«=a cos (wt +0) — 5. 


3e A 
— в» а sin (wt + 0), 


и потому колебания, представляемые формулой (16), должны раскачи- 
ваться, а амплитуда их при неограниченном возрастании { должна 
неограниченно возрастать, что находится в явном противоречии с харак- 
тером точного решения уравнения (8), которое, как известно, выражается 
через эллиптические функции и имеет следующий вид: 


1 = XLmax CN {= $} , (17) 


где сп, К обозначают соответственно эллиптический косинус и полный 
эллиптический интеграл первого рода. 

Несоответствие решения (16) действительности подтверждается еще 
следующим фактом. 


4х : 
‚Если умножить уравнение (8) на —^ и проинтегрировать, то легко 


dt 
найдем первый Е живых сил 
эт (= =) ТА Е, (18) 


выражающий закон сохранения энергии. 
Из (18) следует, что при a>0, 1>0 2 не может быть больше 


чем —_, и, следовательно, амплитуда колебаний не может неограниченно 


увеличиваться. 

Анализируя приведенные простые примеры, мы убеждаемея в том, 
что изложенный способ получения приближенных решений с помощью 
разложения х в ряд по степеням малого параметра = пригоден только 
для очень малого интервала времени. 

Ряд (16) из-за присутствия секулярных членов не пригоден не только 
для количественного, но также и для качественного анализа поведения 
решения уравнения (8) на всей действительной оси, даже в случае, если 
ряд (16) сходится [см., папример, первый пример — уравнение (2)]. 

Заметим еще раз, что наличие в разложении (16) секулярных членов 
пи в коем случае не означает, что уравнение (8) вообще не имеет 
периодических решений. Это свидетельствует только о несоответствующем 
выборе разложения. 

Проиллюстрируем сказанное следующим простым примером. Рас- 
«мотрим функцию 

. sin (в -- =) &, (19) 
которая имеет период и при малых = и любых oO и 1 мы можем 
ее разложить в ряд 


e2t 


2! 


23, 
sin (w -- =) {= sinwt +t cos wt —= eines or cos «ё--... (20) 
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Рассматривая правую часть (20), трудно установить ее периодичность 
ввиду наличия секулярных членов. 

Совершенно такой же характер имеет и упомянутая трудность вековых 
членов в теории возмущений. Для ее преодоления после трудов Лагранжа 
и Лапласа был предложен ряд эффективных методов. Правда, степенные 
ряды по степеням малого параметра, к которым они приводят, являются, 
как правило, расходящимися, но тем не менее приближенные формулы, 
получаемые здесь, если ограничиться некоторым фиксированным числом 
членов т=1, 2, 3,..., оказываются весьма пригодными для практических 
расчетов. Дело в том, что ряды эти являются асимптотическими в том 
смысле, что погрешность т-го приближения пропорциональна (т--1)-й 
степени малого параметра «. Поэтому для фиксированного т=1, 2, 
погрешность будет сколь угодно мала при достаточно малых значениях з. 
Разумеется, увеличивая неограниченно т, мы не получим вообще сходи- 
мости при m— со, но ее отсутствие несущественно для практических расче- 
тов, поскольку на практике определение коэффициентов при последующих 
степенях =столь быстро усложняется, что фактически могут быть исполь- 
зованы приближения лишь первого, второго, вообще очень невысокого 
порядка, а их применимость всецело обусловливается свойством асимпто- 
тичности. 

Упомянутые асимптотические методы оказались весьма эффектив- 
ными в небесной механике и были затем перенесены в квантовую механику. 
Следует, однако, подчеркнуть, что эти методы были разработаны специаль- 
но для консервативных динамических систем, описываемых канониче- 
скими уравнениями, и не могли быть без принципиального обобщения 
применены для изучения большинства рассматривавшихся нелинейных 
колебательных систем, поскольку эти последние являются неконсерватив- 
ными, содержа источники как притока энергии, так и ее поглощения. 

Кроме аппарата теории возмущений, был разработан математический 
аппарат, не связанный специально с консервативными системами. Здесь 
прежде всего следует указать на теорию линейных дифференциальных 
уравнений с периодическими коэффициентами, созданную А. М. Ляпуно- 
вым, и на локальную теорию периодических решений Ляпунова — Пуан- 
каре. В этой последней рассматриваются общие нелинейные дифферен- 
циальные системы, содержащие малый параметр =, таким образом, что 
при ==0 они обладают периодическими решениями, и устанавливаются 
явные критерии существования и устойчивости периодических решений 
при достаточно малых значениях <0. Методы Ляпунова и Пуанкаре 
имеют перед обычными методами, теории возмущений то существенное 
преимущество, что являются методами, строго обоснованными, пригодны- 
ми не только для количественного, но также и для качественного иссле- 
дования. 

Хотя, как видно из сказанного, математический аппарат, который 
можно было бы применить для изучения нелинейных колебаний, уже су- 
ществовал, он не был, однако, систематически использован в этой области 
примерно до начала 30-х годов настоящего столетия. Не была также рас- 
крыта его глубокая внутренняя связь с проблемами нелинейных колебаний. 

Впервые методы Ляпунова — Пуанкаре были применены к система- 
тическому исследованию нелинейных колебаний, начиная с 1929 г., совет- 
ской школой физиков, связанной с именами Л. И. Мандельштама, 
Н. Д. Папалекси, А. А. Андронова, A. A. Burra. 

Здесь следует отметить, что сами нелинейные колебания приобрели 
особую актуальность и стали вызывать к себе усиленный интерес лишь 
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с 20-х годов в связи с быстрым развитием радиотехники после появления 
электронной лампы. Такие проблемы, как проблема устойчивой генерации 
незатухающих колебаний, трансформации частоты, принудительной син- 
хронизации, модуляции ит. д., могли быть решены лишь с помощью введе- 
ния в колебательные системы нелинейных элементов, поскольку в чисто 
линейных колебательных системах не могут существовать установившиеся 
колебательные режимы, не зависящие от начальных условий; при действии 
внешних гармонических сил с некоторой частотой ® возбуждаются вынуж- 
денные колебания лишь с той же частотой w и т. п. Электронные лампы 
оказались чрезвычайно гибким и удобным средством для. создания соот- 
ветствующих нелинейных элементов. 

Только после появления многочисленных исследований, связанных 
с проблемами упомянутого типа, стало физически ясным то глубокое, 
принципиальное отличие механики нелинейных колебаний от механики 
линейных колебаний, которое полностью сохраняется даже при рассмо-. 
трении слабо нелинейных колебаний, описываемых дифференциальными 
уравнениями, отличающимися от линейных с постбянными коэффициента- 
ми лишь наличием весьма малых членов. 

Представим себе, что система настолько близка ц линейной, что коле- 
бания в течение одного периода имеют форму, весьма близкую к гармони- 
ческой. Однако если рассматривать эти колебания на большом интервале 
времени по сравнению с периодом колебания, то уже существенно будет 
проявляться влияние даже малых отклонений системы от линейной, выра- 
жающееся в наличии малых нелинейных членов в дифференциальных 
уравнениях. 

Так, например, в системе могут присутствовать источники и погло- 
тители энергии, которые производят и поглощают весьма малую работу 
за один период колебаний, но при длительном их действии эффект, произ- 
водимый ими, может накапливаться и оказывать существенное влияние 
на протекание колебательного процесса, на его затухание, раскачивание 
и устойчивость. Аналогично нелинейность квазиупругой силы будет при 
длительном воздействии оказывать влияние на фазу колебаний и т. п. 

Таким образом, малые нелинейные члены могут оказывать как бы 
коммулятивное действие. 

Подчеркнем еще, что из-за нелинейности нарушается принцип 
суперпозиции, и отдельные гармоники колебаний вступают во взаимо- 
действие между собой, вследствие чего делается невозможным индиви- 
‚дуальное рассмотрение поведения каждого гармонического слагающего 
колебаний в отдельности. 

Совершенно естественно, что наиболее доступными для исследования 
являются колебательные системы с малой нелинейностью, поскольку 
к ним в той или иной форме можно применять методы теории возмущений. 

Исследование же системы с большой нелинейностью является с мате- 
матической точки зрения весьма трудной проблемой, требующей индиви- 
дуального подхода в каждом конкретном случае. 

Более или менее исследованными, и то лишь с качественной стороны, 
являются колебательные системы с одной степенью свободы, находящиеся 
под воздействием сил, не зависящих от времени. 

Для систем же, слабо нелинейных, описываемых упоминавшимися 
ранее дифференциальными уравнениями с малым параметром при нели- 
нейных членах, имеется теперь уже ряд достаточно общих методов, при- 
менимых ко многим типичным классам колебательных систем, часто 
встречающимся на практике, 
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Одним из первых таких методов явился метод Ван-дер-Поля. 
В своих исследованиях Ван-дер-Ноль рассматривал главным образом 
уравнения вида 


4х d. 
qe Tore = =} (=, =) (21) 


с малым положительным параметром =. При этом обычно полагалось 
(уравнение Ван-дер-НПоля): 


t(2, % )=(-4) 4. (22) 


При известной схематизации это уравнение, во всяком случае с качествен- 
ной стороны, правильно описывает процессы самовозбуждающихся коле- 
баний в электронных генераторах. 5 

Для получения первого приближения Ван-дер-Поль предложил 
особый метод «медленно меняющихся» коэффициентов, аналогичный одно- 
му из методов, применявшихся еще Лагранжем в небесной механике, 
а именно: он представил истинное решение в виде функции, выражающей 
гармонические колебания 


1=а400$ (и + 9) (23) 


с медленно меняющимися амплитудой а и фазой o. Эти последние вели- 
чины должны находиться из дифференциальных уравнений с разделенными 
переменными 

4а 


a = 2A (а), 


“ В (а), (24) 
где А(а), В(а) — некоторые функции амплитуды, просто определяемые 
. ах 
xz, hi 
Поль получил ряд важных результатов. Так, например, им были иселе- 
дованы процесс установления колебаний, стационарные режимы, колеба- 
тельный гистерезис и т. д. 

Следует, однако, подчеркнуть, что в данной Ван-дер-Полем формули- 
ровке приближение выводилось с помощью чисто интуитивных рассужде- 
ний, и, хотя приближение это оказалось плодотворным в первый период 
работ в области нелинейной механики, оно не могло полностью удовлетво- 
рить запросам практики. Кроме того, оставались неясными вопросы его 
теоретического обоснования, пределов применимости и получения высших 
приближений. 

Основной целью настоящей книги является изложение асимптотиче- 
ских методов нелинейной механики, разработанных Н. М. Нрыловым 
и Н. Н. Боголюбовым. Для исследования систем с медленно меняющимися 
параметрами изложен метод Ю. А. Митропольского. Главное внимание 
уделено слабо нелинейным системам с одной степенью свободы. 

В конце книги некоторые из этих методов распространяются на более 
общие случаи. 

Как мы уже говорили, системы изучаемого нами вида весьма часто 
встречаются на практике. 

Рассмотрим поэтому ряд типичных примеров таких систем. В даль- 
нейшем этими примерами мы будем пользоваться для иллюстрации изла- 
гаемых нами методов. | 


через заданное выражение #( ). С помощью своего метода Ван-дер- 
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2. Наиболее простым примером нелинейной колебательной системы 
является обычный математический маятник (рис. 1). Если пренебречь 
трением, то уравнение, описывающее колебания маят- 
ника, имеет вид 

2 oe "© | mgl sin x =0, (25) 
где m—macca маятника, [— длина, g—ycKopeHue силы 
тяжести, х— угол отклонения от вертикального поло- 
жения. 

Для малых углов отклонения Sinz с достаточной 
степенью точности можно заменить через х. В этом 
случае уравнение (25) может быть приведено к виду 


о 2=0. | (26) Рис. 1. 


Уравнение (26) является уравнением гармонических колебаний, 


причем последние будут изохронными, т. е. период их T=2r yi 


не будет зависеть от начальной скорости и отклонения. 
Однако для больших отклонений маятника уравнение (26) является 
неточным. В случае, если отклонения не превышают углов порядка 
одного радиана, TO зшх в уравнении (25) с достаточной сте- 
пенью точности может быть заменен первыми двумя чле- 
нами разложения в ряд 


| 23 
sinz=X%—|-+... (27) 


Тогда уравнение a примет вид 


a3 
Ga tt(e-=)=0. (28) 
mM 
Очевидно, как это будет подробно показано ниже, коле- 
|: бания в этом случае уже не будут являться изохронными, и 
частота их будет зависеть от амлитуды колебания: 
Рис. 2. ф = (а). 


Рассмотрим также колебания некоторого груза массы т, иодвешен- 
ного на пружине (рис. 2). Пусть }(5) — сила, которую создает пружина, 
растянутая на длину х по отношению к состоянию покоя. В этом случае 
жесткость пружины для смещения х может быть определена как f’ (x). 
Пренебрегая опять-таки силой трения, имеем уравнение движения 


m Ta +f (2) =0. (29) 


Если жесткость пружины‘ возрастает с увеличением смещения, TO, 
как принято говорить, пружина имеет жесткую характеристику нели- 
нейной восстанавливающей силы (рис. 3). Если жесткость уменьшается 
с увеличением смещения, то пружина имеет мягкую характеристику 
(рис. 4). Очевидно, что колебания груза на пружине, описываемые 
уравнением (29), тоже не изохронны ввиду того, что период колебания 
будет уменьшаться при увеличении жесткости, а эффективная жесткость 


16 ВВЕДЕНИЕ 


в данном случае растет с амплитудой. Аналогично в случае мягкой 
характеристики период будет увеличиваться. 
Например, в уравнении (28) восстанавливающая сила f(x) = 


= mgl (= -5) обладает мягкой характеристикой и, следовательно, 


период колебаний будет возрастать с увеличением амплитуды. 


Приведем теперь пример нелинейной электрической колебательной 
системы. 


Для этого рассмотрим колебательный контур, состоящий из само- 
индукции Г, железного сердечника и емкости С’ (рис. 5). Пусть 


Их) ILI 


Puc. 3. Pac. 4 Puce. 5. 


Ф — магнитный поток, проходящий сквозь катушку. Тогда уравнение 
для рассматриваемого контура можно написать в виде 


2, ; 
oe 4420, (30) 


где i—cuna тока. Для определения зависимости между силой тока 
и индуцируемым потоком в катушке при наличии железного сердечника 
воспользуемся следующей общепринятой формулой: 
1=аФ — $93, (31) 
где а>0, > 0. 
Тогда, - подставляя (31) в (30), получим следующее нелинейное 
уравнение: 


BO . 
“at 5 (a ad—bb%)=0, — (32) 


для которого восстанавливающая сила также имеет мягкую xapak- 
теристику. 

В рассмотренных выше колебательных системах не принимались 
во внимание силы трения, вызывающие затухание собственных колебаний. 

Как известно, законы механического трения, вообще говоря, весьма 
слабо исследованы. 

На практике обычно пользуются следующими законами трения: 

1) Cuma трения пропорциональна скорости (при колебаниях в BO3- 
духе с небольшими скоростями). 

2) Сила трения пропорциональна квадрату скорости (при колебаниях 
в жидкой среде или в воздухе, но при больших скоростях). 

3) Сила трения постоянна по величине, не зависит от скорости 
и действует в направлении, противоположном скорости, — кулоновское 
трение. 
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4) Внутреннее трение, зависящее от потерь в материале при колеба- 
ниях (в пружине, в нити маятника и т. д.). В этом случае сила трения 
обычно выражается в виде более сложных зависимостей от смещения 
или скорости. 

Так, например, рассматривая маятник, свободно качающийся в воз- 
духе, и предполагая, что сила трения пропорциональна скорости, полу- 
чим уравнение колебаний в виде 


dx 


4a А + sine =0, (33) 


где ^— коэффициент пропорциональности, обычно называемый коэффи- 
циентом затухания. 


Если тело, подвешенное на пружине с восстанавливающей билой f(z), 
погрузить в жидкость, то, предполагая, что сила трения пропорциональна 
квадрату скорости, получим следующее уравнение: 


moe 5 а( 4%) +10 =0; (34) 


здесь а — коэффициент затухания, и, кроме того, знак « +» следует брать 


ах ах 
при =; > 0, а знак «—›»— при Е <, так как сила трения всегда 
направлена противоположно скорости’ тела. 

Предположим еще, что на это же тело, подвешенное на S 
пружине, действует не квадратичное, а кулоновское трение. 

Тогда уравнение движения будет: 


m Sa + Азщь (4 )+/(2)=0, (35) 


где А — абсолютная величина силы трения и 


sign (=) в (36) 


а | —1, если & <0. m 


42° 
1, если > 0, 


В качестве примера, иллюстрирующего учет сил вну- ЕЕ! 
треннего трения, рассмотрим вертикальные колебания неко- 

торой массы т, подвешенной к стержню длины { сече- Рис. 6. 
нием F и с модулем упругости Е*) (рис. 6). 

Предположим, что масса т может совершать только вертикальные 
колебания, а масса стержня, играющего в нашем случае роль пружины, 
незначительна по сравнению с подвешенной массой т. Тогда систему 
можно рассматривать как систему с одной степенью свободы. Нри состав- 
лении дифференциального уравнения движения колеблющейся массы т 
будем учитывать потери энергии колебания на внутреннее рассеяние 
в материале стержня, массой же самого стержня будем пренебрегать. 


Обозначая через х относительное удлинение стержня, получаем 
уравнение в виде : 


т = БР СЕРВ (2) =0 (37) 
dt® ы 


*) Этот пример подробно рассмо’ aif. С. Писаренко [36]. В ero иселе- 
довании разработан общий метод, г оляющий изучать влияние внутреннего 
трения в системах как с конечным, 7 ис бесконечным числом степеней свободы. 
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или 


#2 402 2- $ (2)]=0, (38) 


EF eee у 
где wo = „т собственная частота линейной системы, ®?Ф (х)—функция, 


учитывающая затухание в материале стержня, причем значение ее при 
восходящем и нисходящем движении различно; в уравнении это отмечено 
соответственно двумя различно направленными стрелками. 

Таким образом, процесс колебания рассматриваемой системы, в кото- 
рой происходит потеря энергии на рассеяние в материале стержня, 
фактически выражается двумя дифференциаль- 
ными уравнениями. 

Будем предполагать, что отклонение зави- 
симости между напряжением с и деформаци- 
ей 1 в материале стержня мало отличается от 
линейного закона Гука. В этом случае урав- 
нение (38) будет близким к линейному. 

Приведем также явное выражение для 

< 


= 
функции ®?Ф (7). Допустим, что при верти- 
кальных колебаниях массы т, подвешенной 
на упругом стержне, петля гистерезиса, постро- 
енная в координатах: 1 — относительное удли- 
нение, с — нормальное напряжение, будет симметрична (рис. 7). 

В этом случае истинный модуль упругости будет переменным, 

<— 


. > 
и согласно гипотезе Н. H. Давиденкова выражение для функции %?Ф (x) 
имеет следующий вид: 


и (2) = — ^^ Ка)" 240"), ; 
9) 
x)" — Эппл 1, | ( 


где у и п— постоянные, определяемые экспериментально, a а — амилитуда 
колебаний. 

В рассмотренных выше колебательных системах в некоторых случаях 
не учитывались диссипативные силы (силы трения), однако в действи- 
тельности диссипативные силы всегда в той или иной мере воздействуют 
на колебательную систему, в результате чего колебания со временем 
затухают. 

Незатухающие колебания практически могут существовать в случае, 
если в системе имеется некоторый источник энергии, который может 
компенсировать расход энергии, возникший в результате наличия дис-. 
сипативных сил. 

Таким источником энергии может являться периодическая сила; 
воздействующая на ‘колебательную систему. Так, например, если 
на обычный линейный вибратор воздействует внешняя периодическая 
сила, имеющая одну гёрмонику, то мы получаем следующее уравнение 
движения: 


m oe ae ed ae ~ 4 kx = E sin vt, (40) 
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согласно которому в колебательной системе будут существовать неза- 
тухающие колебания. В данном и потери на трение, вызываемые 


наличием диссипативного члена = ‚ будут компенсироваться за счет 


энергии, поступающей извне и а ne периодическим членом 
Езт %.. 

Однако источник энергии сам по себе может и не иметь никакой 
определенной периодичности, но его воздействие на колебательную 
систему играет роль как бы отрицательного трения, которое компенси- 
рует обычное положительное трение, вносимое диссипативными силами. 

Колебания такого типа, существенно отличающиеся от рассмотрен- 
ного выше случая наличия периодического источника энергии, назы- 
ваются автоколебаниями. 

В автоколебательных системах при известных условиях положение 
равновесия теряет устойчивость и возникает движение, переводящее 
систему в режим стационарного периодического колебания (т. е. колеба- 
ния, совершающегося с постоянной амплитудой и фазой). 

Для осуществления стационарного периодического режима необхо- 
димо, чтобы система состояла из трех частей: из колебательной системы; 
из некоторого источника энергии, управляемого колебательной систе- 
мой, воздействие которого на систему компенсирует потери на трение, 
делает положение равновесия неустойчивым, а колебания нарастающими, 
и из некоторого ограничителя, переводящего эти нарастающие колеба- 
ния в стационарное состояние. 

Первые две части системы могут быть линейными, ограничитель же 
колебаний всегда является нелинейным, и поэтому любая автоколеба- 
тельная система описывается нелинейным дифференциальным уравнением. 

Автоколебательные системы широко распространены и имеют боль- 
шое значение в физике и технике. 

Для того чтобы наглядно составить себе представление о характере 
возбуждения колебаний в автоколебательной системе, рассмотрим коле- 
бания системы с одной степенью свободы. 

Если колебания имеют малую амплитуду, то приходим к исследо- 
ванию линейного i уравнения 


mae tha + kn = 0. (44) 
Общее решение этого уравнения, как известно, будет: 
| т=ае-% cos (wt-+ 9), (42), 
где а и ф— постоянные интегрирования, 
re Ok 
em (Зы (33) 


Поэтому, если A> 0, то, очевидно, амплитуда малых колебаний ae—** 
будет затухать по экспоненциальному закону. 
Если же, наоборот, Х <0, то малые колебания будут раскачиваться 
и их амплитуда будет возрастать по экспоненциальному закону. ` 
Ввиду того, что амплитуда колебаний не может бесконечно увели- 
чиваться, естественно предположить, что, начиная с некоторого момента, 
коэффициент затухания меняет знак и становится положительным. 
‚ Это свойство колебательной системы можно отразить в дифферен-- 
циальном уравнении колебаний, заменив. постоянный коэффициент ^ 
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на переменный коэффициент, например, следующего вида: 


^=—4+8 (41 =), (44) 


тде А>0, В>0. 
В результате получаем уравнение вида 


moet [-А+В(4) |} St temo, (45) 


из которого следует, что затухание отрицательно для малых по абсо- 


> ъ xv 
лютной величине значений —- и положительно для больших. Таким 


образом, колебания малой амплитуды будут раскачиваться, а большой — 


затухать. 
Итак, мы видим, что существуют незатухающие автоколебания, 


к которым стремятся как колебания с малой амплитудой, так и колеба- 


ния с большой амплитудой. 
Уравнение (45) называется уравнением Рэлея и имеет большое зна- 


чение в теории автоколебаний. 
Уравнение (45) с помощью замены переменных 


VE | 


АЕ | (46) 
может быть приведено к ее. 
SY _ (4 У) А 4 y =0, (47) 
где Е 
У km 


Уравнение автоколебаний, представленное в таком виде, называется 
уравнением Ван-дер-Поля. 

Приведем теперь конкретные при- 
\‚, меры автоколебательных систем. 

Рассмотрим электронный генера- 
тор, схематически изображенный на 
рис. 8. 

Пусть i,, ig, -— соответственно 
токи в самоиндукции Г, емкости С 
fa и сопротивлении А колебательного 
00 контура. 

Обозначим через EL, постоянное 

Рис. 8. напряжение в анодной цепи, V,— пол- 

ное напряжение на аноде электронной 

лампы, Г,— напряжение на сетке, #, — анодный ' ток, М — коэффициент 
взаимной индукции между цепью сетки и колебательным контуром. 

Согласно схеме рис. 8, пренебрегая сеточным током, имеем: 


ор 


t 
di 4 . ‘р; 
ри -Вы-Е, У. (48) 
мет ы (49) 
iy = НЕЕ ip +, (50) 
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и, следовательно, можем написать дифференциальное уравнение: 


4? th Г di, 

LO tp a tis ie (51) 

Hak известно, анодный ток i, является определенной функцией 
управляющего напряжения u=V,-+ DV,, т. е. 


= (и) = (7, -+РУ.), (52) 


где р— константа, называемая проницаемостью лампы. Обычно числен- 
ная величина D мала по сравнению с единицей. 
Подставляя (52) в (51) и принимая во внимание (48) и (49), получим: 


ad? Г di а 
Le GE +e G+ in =! [ DE. + (Ml — DL) FE]. (53) 


Введем в рассмотрение следующие величины: 
Е =РЕ,, 
V=(M—LD) “т. 


Очевидно, V — переменная слагающая управляющего напряжения и, 
возбуждаемая вибрациями тока в колебательном контуре, а Ё, — постоян- 
ная слагающая, возбуждаемая источником постоянного тока. 

Тогда для неизвестной У из (53) получаем уравнение следующего 
вида: 


LC Ga + V+ {— (MLD) РЕНИ} (54) 
Произведя замену переменных по формуле 
t=t VIC, 


получаем следующее уравнение для электронного генератора в безраз- 
мерной форме: 


Че ey +7 lF- (МЕР РЕНИ)  =0. (55) 


При некоторых допущениях уравнение (55) может быть сведено 
к уравнению Ван-дер-Поля. : 
Действительно, предположим, что по- fa 
стоянная слагающая Управляющего напря- 
жения EH, выбрана таким образом, что она 
является абсциссой точки перегиба характе-’ 
ристики лампы: 


=} (и), 


т. е. так, что 0 Е и 
о 


a (Е) =0 Рис. 9. 


(рис. 9). 
огда для некоторого интервала значений У можем приближенно 
положить: 


f(Eg+V) = (Е -НУГ (Eo) +" (Е. (56) 
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Допустим, что 
(M—LD) (Е) <0, 
(M—LD) f' (E,) — = > 0. 


Тогда уравнение (55) преобразуется к уравнению Ван-дер-Поля: 


Ч в(1— 12) B42 =0, (57) 


где введены обозначения: 


(M—LD) р (E)—% 
—~ “ane =6, aV =х, 
—(M—LD) f (Ea) 


аи 7B) 4b 


a? = 
Приведем еще один пример автоколебательной системы, встреча- 
ющейся в электротехнике. 
Рассмотрим электрический колебательный контур (рис. 10), состоя- 
щий из емкости С, самоиндукции L и некоторого элемента с нелиней-` 
ной характеристикой напряжение — TOK: e=F (i) (рис. 11). 


Рис. 10. Рис. 11. 
Тогда колебания в контуре будут описываться уравнением 
41, . rpoy at 
LCR+i+CF(i)5=0 (58) 


или, если положить, что характеристика аппроксимируется полиномом 
пятой степени 


Е()=А- Bi+ 02+ Е Fit+ Gis, (59) 
следующим уравнением: 
LCG +14 (B+ 2Di-+ SEP + 4Fi8 + 568) # =0, (60) 


для которого в зависимости OT характера полинома (59) может суще- 
ствовать решение, соответствующее стационарному колебательному 
режиму. 

В качестве механической автоколебательной системы рассмотрим 
маятник Фроуда. 

Устройство этого маятника схематически представлено на рис. 12: 
на вал О, вращающийся с равномерной скоростью, надета муфта М, 
жестко связанная с маятником; трение муфты при вращении на валу 
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известно. Обозначим через @ угол отклонения оси маятника от верти- 
кали (рис. 13), и - угловую скорость вращения вала, J — момент инер- 


ции маятника, » г — момент сил трения маятника о воздух, пропор- 


щиональный угловой скорости колебаний маятника -у; + 
Кроме сил трения маятника о воздух, при составлении‘ уравнения 
необходимо учесть также момент сил 


трения между муфтой и валом. 


Рис. 12. Рис. 13. 


’ Допустим для упрощения, что этот момент JN является определен- 
ной функцией Рот относительной угловой скорости о (маятника относи- 
тельно вала) 


M = (о). (61) 


В рассматриваемом случае, очевидно, имеем: 
а9 
а: 


м поэтому уравнение колебаний маятника Фроуда (идеализированного) 
может быть представлено в виде 


420 49 ao . 
Учет ЕЕ (ut )+ твазш 0 =0, (62) 


где т масса маятника, ар— расстояние от и \__ 
центра тяжести маятника до центра оси вала, 
& — ускорение силы тяжести. 

Характеристика трения между муфтой и 


валом (61) имеет, вообще говоря, падающие й и 
участки (рис. 14), на которых 


Е’) < 0. 


Выберем скорость и так, чтобы и была абсциссой точки перегиба пада- 
ющего участка: 


3a 


Рис. 14. 


Е” (и) =0, 
причем допустим, что 
Е’ (и) < 0, 
Е” (и) > 0. 
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Для =, лежащего в известных пределах, можно положить: 
Ohi) , do sane 48 \3 
F (a+ =F (u)+F' (и) ЧЕ" (и) (+) (63) 


Тогда, рассматривая случай малых колебаний и полагая 311 0 ~ 8, 
приводим уравнение (62) к уравнению Рэлея или уравнению 
Ван-дер-Поля. 

Приведем еще один пример механической автоколебательной 
системы. 

Допустим, что некоторое тело массы т находится на шероховатой 
поверхности ремня, натянутого между двумя шкивами и двигающегося 


-$#(9) 


Рис. 15. Рис. 16. 


с постоянной скоростью 5 (рис. 15). Тело прикреплено к неподвиж- 
ной точке при помощи пружины, упругость которой изменяется 
по линейному закону. 

Как известно, для определенных значений и, тело не будет нахо- 
диться в состоянии покоя, а будет совершать прерывистые колебания. 
Это является следствием того, что сила сухого трения между телом 
и ремнем —не постоянная величина, а изменяется в зависимости 


а 5 
от скорости скольжения a тела относительно ремня (рис. 16). Пока 


4 
тело находится в покое относительно ремня (%2=0), сила тре- 


4 в 7 
НИЯ (4%) возрастает, оставаясь в каждый момент равной силе натя- 


жения пружины; когда эта сила достигает некоторого значения, рав- 
ного критической величине силы трения, начинается движение тела 
относительно ремня, причем сначала сила трения будет уменьшаться 


ау dy 
при возрастании eae а затем при достаточно большом ae 


увеличиваться. 
Выберем начало координат в точке, в которой пружина находится 

в недеформированном состоянии. Тогда скорость скольжения тела 
можно записать в виде : 
а ах 

Fe ae -— 


и уравнение движения тела будет иметь следующий вид: 
{ ах ` 
и oF —0,)-+ he =0. (64) 


Если за начало отсчета принять положение тела, в котором оно 
находится в равновесии при одновременном действии упругой силы 
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и силы трения, т. е. положение, для которого 


Ф(— 00) +k =0, (65) 
то для новой координаты 7: 


1 
22-4 Kal — 0%), 
уравнение движения будет иметь вид 


423 42 
где Pa 4? ЧЕ ( 42 
2 \n ^ 
— di? dt) — — : 
Рассмотренные выше колебательные системы достаточно близки 
к линейным. 

В полученных дифференциальных уравнениях нелинейные члены, 
являясь малыми, могут рассматриваться как слабое возмущение, пропор- 
циональное некоторому малому параметру. 

Поэтому в общем случае для таких колебательных систем дифферен- 
циальное уравнение удобно записывать в виде 


2 
ао = 91 (2, 4), (67) 


где правая часть содержит малые нелинейные члены (:< 1), характеризую- 
щие нелинейное трение, нелинейные добавки к восстанавливающей упру- 
гой силе, нелинейные члены, обусловливающие существование автоколе- 
бательного режима, и т. д. 

Введение малого параметра ¢ является очень удобным средством мате- 
матического представления того обстоятельства, что в течение времени 


an в 
порядка — (периода колебания) форма колебаний близка к синусо- 


идальной. ` 

Если говорить об общих свойствах таких нелинейных колебаний, 
то следует подчеркнуть, что в отличие от линейных колебаний их частоты 
и амплитуды могут быть переменными. Если даже пренебречь высшими 
гармониками и приближенно положить. 


z=acos6, (68) 


то при этом надо учесть, что a и 4, вообще говоря, переменны. 

В нелинейных системах амплитуда колебания может изменяться в за- 
висимости от поступления или убыли энергии в системе. В слабо нелиней- 
ных системах это изменение, естественно, очень мало, так что практиче- 
ски оно сказывается лишь за время Г, намного большее времени одного 
цикла колебания. 

Рассматривая выражение мгновенной мощности, создаваемой силами, 
представленными в уравнении малыми возмущающими нелинейными 
членами, мы видим, что это выражение, являясь периодической функцией 
фазового угла 0, зависит также от амплитуды а. 

Поскольку фазовый угол вращается с частотой в, а амплитуда меняет- 
ся достаточно медленно, то при усреднении за промежуток времени, в те- 
чение которого амплитуда еще не успеет заметно отклониться от началь- 
ного значения, а фаза уже успеет сделать достаточно болышое число. 
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оборотов, члены, содержащие соз7@ и sinnO, сделаются весьма малыми, 
так как выражения 


T 
= \ cos n§ dt = —_ sin n6 | , 

: | ` (69) 
a ( sin ni dt= — Z cos nfl : | 
T n пот 0 J 


содержат 7’ в знаменателе. 

Таким образом, мощность, развиваемая указанными силами за про- 
межуток времени Т, будет в результате зависеть лишь от амплитуды 
колебания. 

‚ Поэтому естественно рассматривать приближенное уравнение, oupe- 
деляющее ход изменения амплитуды, в следующем виде: 


£0 = F(a). ‚. (10) 


В дальнейшем мы убедимся, что последовательное примене’ие асимп- 
тотического метода действительно приводит к уравнению именно такого 
типа. 

Функцию F(a) целесообразно представить в виде—0(а)а, вводя 
эффективный декремент 6 (4), подчеркивающий здесь аналогию с линей- 
ными системами, в которых 6 является постоянной. 

Таким образом, естественно положить: 


fe 


i= —6(а)а, 
2 (71) 
a= (а), 


где ®(а)— «эффективная частота колебаний», a 46(a) — «эффективное 
затухание», определяемое наличием в системе источников или поглоти- 
телей энергии. 

В системах с трением при любых значеняих а 


8 (а) >0, 


в автоколебательных же системах для некоторых значений амплитуды 
колебания 


8 (а) =0. 


Остановимся еще на одном типе колебательных систем, имеющих 
очень широкое распространение в природе, однако существенно отличаю- 
щихся от приведенных выше автоколебательных систем с малой нелиней- 
ностью тем, что в них параметр = — большой параметр, и, в частности, рас- 
смотрим случай e—> co. 

Колебания, описываемые уравнениями такого вида, получили назва- 
ние релаксационных. Это название отражает наличие двух различных 
и характерных стадий, на которые распадается колебательный процесс 
в релаксационной колебательной системе, а именно: медленное накопле- 
ние энергии системой и последующая разрядка энергии, происходящая 
почти мгновенно после того, как достигнут некоторый критический потен- 
циальный порог для указанного накопления энергии. 
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Нолебательные системы релаксационного типа (= достаточно велико), 
так же как и рассмотренные выше системы, близкие к линейным, могут 
быть охвачены достаточно общоми методами исследования. 

В качестве примера рассмотрим релаксационные колебания, происхо- 
дящие при известных условиях в цепи с неоновой лампой, составленной 
согласно схеме рис. 17. В этой схеме неоновая лампа М замкнута на источ- 
ниц постоянного напряжения Е „через сопротивление А и зашунтирована 
емкостью С. При рассмотрении этой схемы будем пренебрегать силами 
инерции в колебательной системе, что приведет нас в итоге к дифферен- 
циальным уравнениям не второго порядка, а первого. ais: 

Нелинейность колебательной системы, приведенной на схеме рис. 17, 
обусловливается неоновой лампой, для которой зависимость между на- 
пряжением VY и током i не подчиняется линейному закону Ома. 

При идеализации процесс изменения тока i в зависимости от измене- 
ния напряжения © протекает следующим образом: при изменении v от 
нулевого значения в сторону 
увеличения вначале лампа не 
горит и ток в ней отсутствует. 
По достижении определенного 


Рис. 17. 


напряжения 01., называемого напряжением зажигания, лампа заго- 
рается,. ее сопротивление резко падает, и ток скачком получает значе- 
ние ig; дальнейшее увеличение © вызывает линейное нарастание тока. 
Если теперь, после того как напряжение достигло некоторого значе- 
НИЯ Umax> 0, начать производить непрерывное уменьшение его, ток i 
будет уменьшаться по линейному закону, пока 2 не дойдет до так на- 
зываемого напряжения гашения vr. В этот момент лампа гаснет и ток i 
срывается, становясь равным нулю. В принятой идеализации рассмотрен- 
ная зависимость графически представлена характеристикой рис. 18, со- 
стоящей из прямолинейных участков и обладающей гистерезисной петлей. 

Поэтому можно положить 1=0 для  погашенной лампы 


. . 9—0 
И t= p+ Re 


Для составления дифференциального уравнения заметим, что, посколь- 


для горящей лампы. 


uv 
ку ток через конденсатор равен C—-, ток в сопротивлении А будет 


ао : 
C— +t и, следовательно, падение напряжения на В представится 
равенством 


R(CH+i)=£,-, 
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откуда находим: 
du _Eg—v—Ri 
М Бананы (72) 
“dt CR 

`При замыкании ключа в схеме рис. 17 начинается процесс заряда 
конденсатора. 

Так как в начальный момент напряжение на зажимах лампы равно 
нулю, то в течение некоторого периода времени оно будет меньше Uz. 
В течение этого времени неоновая лампа не зажигается и, следовательно, 
согласно (72) имеем: 

40 Ey—v 

a RO * 7s) 
Если ЕЁ, >в, то согласно уравнению (73) спустя некоторое время 
о достигает значения Us, лампа загорается, после чего начинается 
при достаточно болышом значении А процесс разряда конденсатора 
через неоновую лампу. Для этого процесса мы имеем: 


ty Eq—v—R [* и | 


Пусть А столь велико, что 
£,—v—Ri,< 0. 


Тогда о согласно (74) монотонно убывает до значения U=vU,, после 
чего лампа гаснет и начинается опять процесс заряда конденсатора, 
затем снова процесс разряда через лампу и т. д. 
Таким образом, в нашей схеме совершаются периодические релак- 
сационные колебания, при которых о изменяется между Up и Ug. 
Уравнение колебаний, очевидно, может быть записано в виде 


где Ф(о) на интервале ог<о«<и. согласно (73) и (74) имеет два 
значения: ` 


Ф (v) =—2—* (дляо возрастающих), 


eee | (о — 0.) (для о убывающих). (76) 


RC 


® (v) = 


3. В приведенных выше примерах колебательных систем возмуща- 
ющие силы не зависели явно от времени. Эти колебательные системы 
были изолированы от внешних влияний, вследствие чего все действую- 
щие на систему силы зависели только от динамического состояния 
самой системы. 

Приведем теперь типичные примеры нелинейных колебательных 
систем, находящихся под воздействием внешних периодических сил, 
и проанализируем с физической точки зрения характерные явления, 
могущие возникнуть в нелинейных системах в этом случае. 

Начнем с рассмотрения самого простого примера — нелинейного 
вибратора, на который действует слабая гармоническая возбуждающая 
сила eff cos vt. 
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Уравнение движения в этом случае запишется в виде 
425 2 dz 
ar Fe a= ef( 2, <r) +eE cos w. (77) 
Ввиду малости внешней силы и малости нелинейного члена коле- 
бания за один цикл будут иметь форму, близкую к гармонической: 


1 = acos(wt+ $), 


ax 
dt 


= —aw sin (wi + 5). (78) 


Амплитуды и фазы будут здесь претерпевать существенные измене- 
ния лишь за время, включающее большое количество циклов. 
Рассмотрим” среднюю мощность 
1 er d 
ях 
— ( cE cos vt S dt, (79) 
to 
вносимую в систему внешней силой за время 7, в течение которого 
она еще не успевает заметно изменить форму колебания. Так как 
внешняя сила считается малой, это время Т, в течение которого 
колебание приближенно является «собственным», может быть взято 
достаточно большим по сравнению с циклом колебания. 
Подставляя (78) в выражение (79), получим среднюю мощность 
в виде 


_ авзЕ [ cos[(v-+o)t+$] cos [(v—o) #4] JF? 
д [ЗЕ ое] | ты 


Для достаточно больших 7 это выражение практически отлично 
от нуля только тогда, когда внешняя частота достаточно близка к соб- 
ственной. 

Таким образом, малая возмущающая сила, действующая в течение 
продолжительного времени, может оказывать заметное влияние на рас- 
‘сматриваемый вибратор лишь в случае резонанса yv~w. Такой резонанс 
условимся называть «главным» или обыкновенным резонансом. 

В нашем рассуждении мы исходили из чисто гармонической формы 
‘собственных колебаний. 

Однако из-за наличия яелинейного члена в собственном коле- 
бании непременно будут появляться (и при отсутствии внешней возбуж- 
дающей силы) высшие гармоники. 

Подставляя в (79) вместо x выражение собственного колебания, содер- 
жащее высшие гармоники с частотами nw, и повторяя вышеприведенное 
рассуждение, убеждаемся в том, что рассматриваемая средняя мощность 
при цостаточно большом Т может быть практически отлична от нуля 
не только при wv, но и при по =>, где п=2, Зит. д. Эти дополнительные 
резонансы, которые можно заметить лишь в следующем приближении, 
при учете наличия обертонов в собственных колебаниях, будем называть 
резонансом деления частоты или демультипликацпионным резонансом. 

В еще более высоких приближениях можно заметить и более сложные 
резонансы дробного типа 


nw ^ my, 


обусловленные тем, что при достаточно высоком приближении в выраже- 
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4х 
нии =, следует учитывать He только обертоны собственной частоты; но и 


комбинационные тоны с частотами типа nw-+ry. 

В рассматривавшемся случае слабо нелинейного вибратора с прило- 
женной малой гармонической силой в первом приближении мы о нару- 
жили лишь главный резонанс оу. Однако в некоторых слабо нелиней-- 
ных системах уже в первом приближении проявляются и резонансы дру- 
гого типа, например резонансы деления на два. 

’’ Так, например, если рассматривать колебательную систему, жест- 
ми: которой изменяется периодически, то получаем известное уравнение 
атье: 


‘da 2 
ae +0? (1+h cos vt) x = 0. (84) 


Предполагая, что коэффициент модуляции частоты wk мал, 


и считая член , 
2 с03 \.% | (82) 


внешним возбуждением, подсчитаем выражение для средней мощности. 
Здесь уже в первом приближении имеем: 


to+T 


} w*h cos vt cos (wt + $) aw sin (wt + >) dt = 


re 
to 

_ wh [ cos[(v-+20)t+2)] cos [(v—20) s—2p] 7 e+? ar 

~ AT [ у-- 2% r+ y—20 ii : (83) 


‚ следовательно, работа; произведенная возмущающей силой (82), 
в. среднем за большой промежуток времени практически не исчезает 
ras 
в случае, если vy + 2%, т. е. ® = at 
Таким образом, в колебательной системе, описываемой уравне- 
нием (81), мы уже в первом приближении можем обнаружить резонанс 


деления частоты на два.` 
Рассмотрим еще влияние внешнего. гармонического возбуждения 


на автоколебательную систему. Для этого возьмем обобщенное уравне- 
ние Ван-дер-Поля в виде 
42% 
—=(1— 22 Е 84 
= = У 
ат (1 a?) = sin ve. (84) 
Предполагая, что у He принимает значений, близких K единице, 
произведем замену переменных согласно формуле 


x=y+Usinve, (85) 
где U = — . | 
Тогда имеем: 
и ну 11 — (у+ Оз) 2] [ Sh -+ бу созч | Е (86). 


Проанализируем, какие резонансы могут быть обнаружены в пер- 


вом приближении для данного уравнения. 
Подечитывая среднюю мощность, производимую малой возмущаю-- 


щей силой, 


в [1 — (у + Usin vt)?] Е: + Uvcos vt | (87). 
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в режиме чисто гармонического колебания 


y = acos (wi +9), 
dy 


Fp = aw sin (wt + 9), 


нетрудно заметить, что она не исчезает) если 2wey, a также 
если 2у=,, причем резонанс 2% = у возникает от слагаемого возму- 
щающей силы (87), амплитуда которого пропорциональна U, а резо- 
нанс 2y =. в — от слагаемого, амплитуда которого пропорциональна 0. 

Таким образом, если Е- величина малая, то резонанс 2 =v 
можно обнаружить во втором приближении, а резонанс 2% = w — только 
в третьем приближении. 

. Уже из сделанного предварительного анализа ясно, что в слу* 
чаях резонанса весьма слабые периодические возмущения могут 
оказывать существенное влияние на протекание колебательного про- 
цесса в течение достаточно больших интервалов времени. 

При этом в отличие от возмущений, не зависящих явно от времени, 


типа е (2, =) ‚ здесь существенную роль будут играть фазовые 


соотношения. 
В. самом деле, взяв типичную формулу (80) и положив в ней ‘для 
простоты ® =у, найдем: 


Aw —S sing. | | (88) 
Итак, при sind < 0 энергия поступает в систему, при sind > 0 энергия 
забирается из системы. Уже на этом простом примере мы видим важ- 
ность фазовых соотношений в случае резонанса. 

Поэтому приближенные уравнения, определяющие протекание 
колебания, должны включить не только амплитуду, но и фазу колеба- 
ния, Так что вместо одного уравнения (70) мы будем теперь иметь 
систему двух связанных уравнений типа 


аа 
a =F (a, $), 
Sn. 89) 
a = O(a, 9). ( 
Вопрос о фактическом определении правых частей этих уравнений 
применительно к первому и высшим приближениям рассмотрен 
в главе ПТ. В этой главе будут изложены расчетные, асимптотическив 
методы, подтверждающие правильность приведенных здесь предвари- 
тельных рассуждений качественного характера и дающие им надлежа- 
щее развитие. 
В рассмотренных выше примерах MBI имели дело © колебатель- 
ными системами, описываемыми уравнениями типа 


и ош = 87 (м, 2, №), (90) 


где t(, 2,1 )— периодическая функция с периодом 2x относи- 


тельно vi. 
В случае нелинейного вибратора мы имеем: 


ef (м, т, <) =ef (=, =) + =Ё cos vt. 
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В случае уравнения (81) (уравнение Матье): 
4х \__ 2 
ef (=, a )= —w*h cos vt- x. 


Следует подчеркнуть, что к YpaBHeHWIO такого вида сводится 
большое число практически важных колебательных систем. 

Примером колебательной системы, описываемой уравнением (77), 
может являться задача о колебаниях груза единичной массы, подве- 
шенного на пружине с нелинейной характеристикой упругости при 
наличии трения и находящегося под воздействием возмущающей 
силы ef cos vt (рис. 19). 

Задача о крутильных колебаниях вала; состоящего из двух масс, 
соединенных при помощи нелинейной упругой связи, на одну из 


NS 


Fit) 


dp 
| e£cosvt 


Рис. 19. Рис. 20. Рис. 24. 


{eons 


которых действует синусоидальный крутящий момент F (t)= «cos vt 
(рис. 20), приводится к уравнению вида 


Льда 1+7) 9+1 (4 ) = «Е совм, _ (1) 


также принадлежащему к уравнению типа (77). Здесь J, и У. — мо- 


do | 

менты инерции масс, 0 =0, —0, — угол скручивания, } a) — функция 
скорости, учитывающая влияние трения. 

Задача о колебаниях маятника, находящегося под воздействием внеш- 
ней периодической силы, также приводится к уравнению типа (77) ит. д. 

К уравнению типа Матье (81) сводится, например, задача о попе- 
речных колебаниях шарнирно закрепленного стержня, находящерося 
под воздействием продольной пульсирующей силы Р (t)= cL, 608%. 

В этом случае получаем уравнение 

Е: 


ate [1 cos # ] #2=0, (92) 


где введены обозначения: EJ — жесткость стержня, [— длина стержня 
(рис. 21). 


Уравнение более общего типа, чем уравнение Матье, имеет место 
при рассмотрении нелинейного вибратора, в котором некоторые пара- 
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метры, например собственная частота соответствующей линейной системы, 
периодически изменяются. 
Тогда имеем уравнение вида 
4х а 93 
Я + ©? (1+hsinvt)x=ef( 2Z, = (93) 


В качестве примера рассмотрим колебания в контуре, состоящем 
из обычной самоиндукции Г, катушки с характеристикой (магнитный 
поток — ток) вида 


= (i), 
малого омического сопротивления R и переменной емкости 
| С = С, (1-Е psin vt) 
(рис. 22). 


Тогда полный поток магнитной индукции 
в контуре будет: 


. Li+9(i), 


и, таким образом, имеем следующее уравнение: 


ее \ idt = 0, (94) Рис. 22. 


или, вводя в качестве неизвестной заряд. на обкладках конденсатора 


t 
= \ ide 
0 


{b+ (м Mi qa +Ка: 1 ИВА =0. (95) 


Предполагая, что самоиндукция Г достаточно велика по сравнению 
с «нелинейной самоиндукцией»: 


Е» $’ (i), 
и, кроме того, коэффициент р, характеризующий «глубину изменения» 


емкости, достаточно мал, можем уравнение (95) с точностью до велн- 
чин второго порядка малости привести к виду 


ИО 


+” —т 9, (96) 


получим: 


4 ae tats psin vt) 


где ® ae | 

В качестве примера автоколебательной системы, находящейся под 
воздействием внешнего синусоидального возбуждения, рассмотрим реге- 
неративный приемник, схематически приведенный на рис. 28. 

В этом случае получаем ие. 
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причем 
&=7(Г,) (98) 
— характеристика лампы. 
Так как 
т, = м, 7 ый, $11 УЁ, (99) 
где М, = М — DL, то нодстановкой 
iii fe cos vi (100) 
уравнение as можно привести к виду 
Le di d 
CLES + RCT +i, = (М, ) + £008 (м +9), (101) 


где 


EC У (16—12 ВС 
Mr ‘ 
Уравнение (101) принадлежит к типу уравнения (93), a при помощи 
подстановки 


Е, = 


= 608 (% 4-9); ' (102) 


где =, приводится к виду (86). 


Рассмотрим еще некоторые примеры, приводящиеся к более слож- 
ным уравнениям, чем уравнения типа (67) 
или (80). 

_В качестве первого примера рассмотрим 3a- | 
дачу о колебаниях маятника с переменной 
длиной, 

Пусть т обозначает массу маятника, g — уско- 
рение силы тяжести, $— угол отклонения от 
вертикального положения, /=[(+) — длину маят- 
ника, зависящую от времени. Тогда, пренебрегая 
силой трения, получаем уравнение 


s [ me (> | + gl(t) sind =0. (103) 


Рассмотрим еще работу отражательного клистрона в режиме сверх- 
регенеративного усиления. Пусть СЕ=Св--Сн- суммарная активная 
проводимость; С» — проводимость, характеризующая потери в резонаторе; 
Сн — проводимость, характеризующая нагрузку; С.- активная часть 
электронной проводимости; Ё ({) —э. д. с. сигнала; 6 (#) — переменное 
напряжение суперизации. 

Тогда уравнение, характеризующее работу клистрона, будет иметь 
следующий вид: 


oe ate Ge вии = E (1) sin (1+ 8 (2) oot, (104) 


1 
= TE 

Если в уравнениях (103) и (104) коэффициенты, являясь перемен- 
ными, изменяются медленно, что мы будем обозначать в дальнейшем 


где р=®, С, в 
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в виде зависимости He от &, a OT t, где t=sl, е— малый параметр, то 
эти уравнения будут принадлежать к ине вида 


ато} еб е= (2,97), (105) 
Или 
< {m (2) Gt +e(t)x=ef (= 0. 2, a) (106) 


a = v(t). 

К уравнениям тица (105) или (106) приводятся многие задачи 
физики и техники, как, например, задача о прохождении через резо- 
нанс, исследование неустановившихся процессов в колебательных кон- 
турах, вопросы частотной модуляции, ряд за- 
дач из теории ускорительных устройств и т. д. 

До сих пор мы рассматривали воздействие 
внешних периодических сил на колебательные | 
системы, близкие к линейным. Можно, однако, 
также рассмотреть вопрос о влиянии малых 
периодических возмущающих сил и на релак- 
сационные колебательные системы, описывае- 
мые, например, уравнением типа Ea 

dx Ф р 
г = © (x) + Е cos vt, (107) 
Рис 24. 


rye += el, 


где, каки в случае уравнения (75) свободных 
релаксационных колебаний, P(x) представляет определенную на интер- 
вале (a,b) двузначную функцию. 

В частности мы получим уравнение (107), если в ранее рассматри- 
вавшейся схеме генератора релаксационных колебаний включим послс- 
довательно с постоянным напряжением Е переменное гармоническое 
напряжение 2H, cos ve. 


Tak, для схемы, приведенной на рис. 24, имеем, очевидно: 
shy cos vt 


i: (108) 


Ввиду того, что в свободных релаксационных колебаниях суще- 
ственную роль играют обертоны вплоть до весьма большого порядка, 
мы видим, анализируя выражение 


T 
i \ el, cos и = dt, 
0 


что в системе имеют место резонансы типа деления частоты 


di я 
и=® (И + 


У = — 
п 


где п может быть достаточно большим числом. 
Поэтому резонансы деления частоты на большое число удобнее 
всего наблюдать на релаксационных системах. 


? 


ГЛАВА I 


СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ В СИСТЕМАХ, 
БЛИЗКИХ К ЛИНЕЙНЫМ 


$ 1. Построение асимптотических решений 


‚ Черейдем ‘к изложению метода построения асимптотических при- 
ближений, в первую очередь для случая колебаний, определяемых диф- 
ференциальным уравнением вида 


а? а. | 
Sa twtr =ef (2, a) (1.1) 


где = — малый положительный параметр. 

К правильной формулировке этого метода мы можем прийти, исходя 
из физических представлений о характере рассматриваемого колеба- 
тельного процесса. 

Tak, при отсутствии возмущения, т. е. при e=0, колебания, оче- 
видно, будут чисто гармоническими 


x=acosh 


с постоянной амплитудой и равномерно вращающимся фазовым углом: 


аа dv 
—=0, ~—=w = ot +6 
dt 0, dt ($ + 

(амнлитуда a и фаза 6 колебания будут постоянными по времени вели- 
чинами, зависящими от начальных условий). 

Наличие нелинейного возмущения (: == 0) приводит к появлению 
в. решении уравнения (1.1) обертонов, обусловливает зависимость мгно- 

. ар 
венной частоты > от амплитуды и, наконец, может вызвать системати- 
ческое увеличение или уменьшение амплитуды колебаний в зависимости 
от пригока или поглощения энергии возмущающими силами. 

Все эти эффекты возмущения, очевидно, исчезают в предельном 
случае (з-=0). 

Принимая все это во внимание, будем искать общее решение рас- 
сматриваемого уравнения (1.1) в виде разложения *) 


х=а с03ф-- ей, (а, $) + =2и, (а, $) | Зи. (а, b)+..., (1.2) 


в котором и, (а, $), и» (а, $),... являются периодическими функциями 
угла > с периодом 2=, а величины а, > как функции времени опреде- 


*) Впервые такая формулировка метода разложения по малому параметру 
была дана в книге Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова «Введение в нелинейную 
механику» [22]. 
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ляются дифференциальными уравнениями: 
da 
dt 
ay _ Bg eB 
+ =®- В, (а) + 2°Bs (а) + 


= eA, (а) + г, (а)-+..., ] 


| | (1.3) 


Итак, перед нами возникает задача р соответствующих выра- 
жений для функций и, (а, $), и. (а, $),..., А. (а), В, (а), А (а), В, (а),... 
таким образом, чтобы выражение (1.2), в которое вместо а и ф будут 
подставлены функции времени, определенные уравнениями (1. 3), оказа- 
лось бы решением исходного уравнения (1.1). 

Как только эта задача будет решена и будут найдены явные выра- 
жения для коэффициентов разложений, стоящих в правых частях (1.2), 
(1.3), вопрос об интегрировании уравнения (1.1) сводится к более про- 
стому вопросу 06 интегрировании уравнений (1.3) с разделяющимися 
переменными, допускающему исследование с помощью известных эле- 
ментарных приемов. | 

Как мы увидим далее, определение коэффициентов указанных‘ раз- 
ложений не представляет принципиальных затруднений, однако ввиду 
быстрого усложнения формул практически эффективно могут быть НЙ. 
дены обычно лишь два-три первых члена. 

Останавливаясь в наших разложениях на этих членах, т. е. полагая 


Z=acosh+ eu, (а, $) + =2и, (а, Фу... + ="и и (а, $) (1.4) 
(M1, By ics) 
и 
ча д, (а) +В, (а... =”А, (а), | 
а ; (1.5) 
че = 0+ В, (a) + 2B, (а) +... -+2"B,, (а), | 


мы сможем получить приближения первого, второго ит. д., вообще 
небольшого, порядка, и потому практическая применимость метода‘опре- 
деляется не свойствами сходимости сумм (1.4); (1.5) при т-> оо, а их 
асимптотическими свойствами для данного фиксированного т при = —>0. 
Требуется лишь, чтобы при малом = выражение (1.4) давало бы доста- 
точно точное представление решения Уравнения (1.1) для ‘достаточно 
длительного интервала времени. Поэтому мы не будем здесь изучать 
проблему сходимости при т —> со и условимся рассматривать разложе- 
ния (1.2), (1.3) как формальные разложения, необходимые для построе- 
ния асимптотических приближений (1.4). 

Иначе говоря, поставим задачу более осторожно, сформулировав ее 
как задачу о нахождении таких функций: 


и; (а, $), и, (а ‚$),..., 4, (а), А, (а), ..., В, (а), Вь (а), ..., (4.6) 


чтобы выражение (1.4), в котором функции времени а, ф определяются 
«уравнениями m-ro приближения» (1.5), удовлетворяло уравнению (1.1) 
с, точностью до величин порядка малости ="'”7. 

`'’” Заметим, что как раз в рассматриваемом случае уравнения (1.1) можно 
было бы установить сходимость разложений (1.2), (1.3) при весьма общих 


условиях, наложенных на функцию f(a, 2 ae 


г )- Поскольку, однако, 
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в дальнейшем придется иметь дело со случаями, в которых аналогичные 
разложения заведомо расходятся, мы не будем связывать изложение на- 
шего метода построения асимптотических приближений с доказательствами 
сходимости и потому всегда, без дальнейших оговорок, будем придавать 
рядам, расположенным по степеням малого параметра, вышеуказанный 
формальный смысл. 

Скажем еще несколько слов об оценке погрешности. Из того факта, 
что получаемое приближенное решение удовлетворяет уравнению (1.1) 
с ошибкой порядка =”*1, с помощью обычного мажорационного приема 
устанавливается, что отклонение приближенного решения от соответ- 
ствующего точного (при согласовании начальных условий) будет огра- 
ничиваться величиной порядка ="+11 и, таким образом, это отклонение 
остается малым при сколь угодно больших значениях st, если только 
само = достаточно мало. Здесь имеем основное отличие от приближен- 
ных формул (6), рассматривавшихся во введении, которые были приме- 
нимы только при малых значениях =, т. е. только на таком интервале 
времени, в течение которого амплитуда колебаний we успеет заметно 
отойти от своего начального значения. 

Заметим, что вопросы строгого обоснования асимптотических мето- 
дов представляют особую, чисто математическую проблему, имеющую 
значение для теории дифференциальных уравнений с малым параметром. 

Мы сочли поэтому целесообразным отнести обсуждение их в главу УТ, 
являющуюся математическим дополнением к основному тексту книги. 
Здесь же сосредоточим внимание на проблеме фактического построения 
приближенных решений и применении их к исследованию конкретных 
примеров, причем на ряде примеров, для которых известны точные 
решения, будет роет рирово на эффэктивность метода и точность 
приближенных формул. . 

Прежде чем перейти к проблеме построения приближенных реше- 
ний, заметим, что задача определения выражений (1.6) содержит неко- 
торый произвол. 

В самом деле, допустим, что найдены какие-то выражения для 
этих функций. Беря после этого произвольные функции 


а. (а), dy (а), ..., В, (а), В» (а), 


и совершая в (1.2), (1.3) замену переменных 
a=b+sa,(b) + =. (В) -+..., 
ф=фФ- =3, (5) + =, (5) +..., 
получим: 
х=Ьс08ф-- =[а, (5) созФ— 683, (5) sing+u, (Ъ, $)] + =*..., . 


am 1) +2| BAND a, (6) — 2) A, (b) + Ap (2) | 398.2; 


w+ eB, (b) +2 | 0) GPx) 8, (0) — PX) A, (b) + Bs (b) | +=. 


(1.7) 


a arte’ 


Как видно из (1.7), мы опять пришли к формулам типа (1.2), (1.3), 
только уже с измененными выражениями коэффициентов (1.6). Поэтому 
для однозначности определения этих коэффициентов следует наложить 
на них дополнительные условия, что можно сделать, вообще говоря, 
с известным произволом. В качестве этих дополнительных условий 
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примем условия отсутствия первой гармоники в выражениях и, (а, $), 
из (а, $),... Иначе говоря, будем так определять эти периодические 
функции фазового угла, чтобы выполнялись равенства 


on Qn 

( и, (а, 5) cos pdb =0, \ из (а, $) соз фа =0,... | 

om is р (1.8) 
\ u, (а, $) sin $ dd = 0, \ uy (а, $) зтфаф =0 | 

0 6 


С физической точки зрения ‘принятие этих условий соответствует 
выбору в качестве величины а полной амплитуды первой основной гар- 
моники колебания. 

После сделанных предварительных замечаний перейдем к поста- 
вленной задаче о нахождении подходящих выражений для (1.6) с уче- 
том дополнительных условий (1.8). 

Дифференцируя правую часть (1.2), находим: 


= @008 $ +2u, (а, $) + Ри, (а, ф)+... ) 
om [озф ааа “Tet 5} 


; a 
oa ae [сова os gon i. 
2 ь д Г 
Е ВИ (1.9) 
da? 9?и 9? 
a) {: даа + ** ae 


Ee и oat b+ 
о И 


Учитывая уравнения (1.3), можем найти следующие величины: 


в FS 
42а =(« и ot a -» )GA +e, ...) = А cc ae о 


ae a 
a? dB ab: < 
= (в qa ® 2 ree ‚ел г А... j= PA, Sth ев...) 
#) а 
ua (1.10) 


=cAw+ =? (А + АВ.) + =3..., 
(%)= (ю + =В, - = В. --...) = 
dt 2 


А, 
д че = (Ar + = А+...) (о 2B, | =?В,+-...) = | 
= w? + e2uB, + =? (Bice dab iets ) 
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Подставив (1.3), (1.10) в (1.9) и располагая результат по степеням 
параметра в, найдем: 


ae —awsing+e fA, cos ) —aB, sind +o sa }+ ) 


Ou, Ou, 


el { 4, cos § — aB, sind +4, 5+ В, За о +692} 428 


ote — 40? cos) +e { — 254, sin 6 — 2waB beet + 
? (1.44) 


+ =? {(A4 Ay Be 2wa В, ) с08ф— 
— (2wA, + 24,B, + 4, a)sing + 


д 2 , 3 
+ wy oo + 20B, Gate a } -- = 


откуда следует, что левую часть уравнения (1.1) можно представить 
в виде 


воре { — 2wA, sin ф — 26а В, cos b+ в? Fa tot, } + 
+e{(4 3 ea — aB} —2uaB, ) cos )— 


— (20d, + 24,B, + 4, Fa) sin ф + 20d, mi i 


pe, 240 2 art atm} te ‚.. (1.12) 


Нравую часть уравнения (1.1), учитывая (1.2) и (1.11), можем записать 
следующим образом: 


ef (=, & ) = «(а cos 4, — aw sin ф) + =? {ujs (a cos, — aw sin) + 
+(A,¢0s }— 4B, sing +0 et SE he (а cos 9, —awsing)| +e =.» (1.13) 


Для того чтобы рассматриваемое выражение (1.2) удовлетворяло 

о уравнению (1.1) с точностью до величин порядка малости 

=" *1, необходимо приравнять коэффициенты при одинаковых степенях ¢ 

в правых частях (1.12) и (1.13) до членов т-го порядка включительно. 
В результате получим следующие уравнения: 


w? ( ae +u, ) = fo (а, $) + 2wA, sin > + 2waB, cos b, | 
ot (Fah tue) =f (а, $) +204, sin) + 20aB, cosy,” | (4,14) 
w? (Gr + Um ) =fm1(@, 0) +204, sin d+ 20aB,, cos d, j 
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где для сокращения введены обозначения: 


fy (a, 0) =f (acoso, — aw sin 9), 1 
1 (а, $) =} (a cos, — aw sind) + 
+ [ A cos $—aB, sind+o> om ei — aw sin $) + 
+( abt ea) y (1.15) 
лы = Gt | 
. J 


Нетрудно видеть, что f, (а, $) есть периодическая функция перемен- 
ной ф с периодом 2n, зависящая от а; ее явное выражение известно, 
как только найдены выражения 4;(а), В; (а), u;(a, $) до Ё-го номера 
включительно. _ 

Чтобы определить A,(a), В, (а), и, (а, $) из первого уравнения 
системы (1.14), рассмотрим разложения Фурье для функций } (а, $) 


и и, (а, 9): 


fy (a, = (а) + У (в, (a) совтф В, (2) sin nd}, 
(1.16) 


wy (a, 9) =25 (a) + У {0p (a) cos nd + 1, (a) sin ny}. 


Подставляя правые части выражений (1.16) в первое уравнение 
системы (1.14), получим выражение 


wd, (а) + 2° 2(1 —n?) {u, (a a) cos nb + w, (а) sin nd} = 
= 8, (а) + (8, (а) + 20a B,} cos Ф + {hy (а) + 20 Aj} sin ф + 
+ ©, (Bn (a) cos nd + h, (а) sin nd), 
из которого, приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках, 


найдем: 
&, (а) + 20aB,=0, h, (a)-} 20A,=0, 


80 (а) 8т (а) hn (а) 
Up (а) = 2 ‚ Up (4) = @2 (tn) ‚ W, (a) = 2 (1 — ni) (1.17) 
(n=4, 5, ...). 
Takum образом, нами однозначно определены A, (a) и В, (а), а также 
все гармонические компоненты функции и, (а, $), кроме первых v, (a) 
и и, (а). Однако в силу дополнительных условий (1.8) эта функция 
не содержит первой гармоники, поэтому 


о, (а) =0, в, (а) = 


и, следовательно, 


rbd fn (a) сотр +ltn (a) sin np | (1.18) 


1—n? 


и, (а, $) = 
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Определив полностью и, (а, $), А, (а) и В, (а), мы тем самым в соот- 
ветствии с (1.15) имеем явное выражение для f,(a, $). Разлагая ero 
в ряд Фурье 


1 (а, ф) = g5? (а) + oy {gn’ (a) cos пф + hy? (a) sin nd} 


и воспользовавшись. вторым из уравнений (1.14) и условием (1.8), 
совершенно аналогично находим: 


gi? (а) + 20aB,=0, 19 (а) + №4, =0 (1.19) 


co . 
gip vue 4 gi (a) cos nb + AD (a) sin np 
| 
Uy (а, = | = 4—n2 у 
n=2 
Таким образом, получается процесс для последовательного однознач- 
ного определения интересующих нас величин (1.6).- 


Изложенный метод действительно позволяет определить 
и, (а, $), А, (а), В, (а) (вп=1,2,3,....) 


до какого угодно высокого значения индекса п и тем самым построить 
приближенные решения, удовлетворяющие рассматриваемому уравне- 
нию (1.1) с точностью до величин сколь угодно высокого порядка мало- 
сти по отношению к :. 

Как видно из процесса определения функций (1.6), величины A, (а), 
B, (a) (п=1, 2, 3, ...) однозначно определяются условиями (1.8), выра- 
жающими отсутствие в функциях u, (a, $) первой гармоники. В резуль- 
Tate получаем для A, (a), B, (а) выражения тина (1.17) или (1.19), кото- 
рые обеспечивают отсутствие в правых частях уравнений (1.14) членов 
с первыми гармониками, что в свою очередь дает возможность избежать 
появления в решении секулярных членов. 

Рассмотрим первое приближение: 


L=acos)+eu, (а, $), (1.20) 
В котором 
= А, (а), 
(1.24) 
Ро В, (а). 


Заметим, что, исходя из (1.21), можем написать: 
Aa =а()—а(0) > tA, 
A(} ~ot) = [$ (¢) — ot] — $ (0) ~ =В, 
где А, и В, — некоторые средние значения А, (а) и В, (а) на интервале 


(0, t). Рассматривая последние выражения, видим, что время 7, в тече- 
ние которого величины а и ф— в смогут получить конечные прираще- 


ния, должно быть порядка —. 


С другой стороны, уравнения первого приближения (1.21) полу- 
чаются после пренебрежения в уравнениях (1.3) членами порядка мало- 
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аа da: 
2, а такая ошибка в значениях первых производных —, ad 


at dt 
за время ¢ приводит к ошибке порядка = в значениях самих функций 
а и. Мы видим, следовательно, что в том интервале времени, в тече- 
ние которого а, ф —{ успеют заметно отойти от своих начальных значе- 
ний, погрешности в значениях амплитуды и фазы колебаний будут 
величинами порядка = и потому в этом интервале в выражении (1.20) 
не имеет смысла сохранять член зи,(а, $) первого порядка малости, 
поскольку как погрешность формулы (1.20), так и погрешность упрощен- 
ной формулы 


ст $ 


1=а4с0$ф 


будут величинами первого порядка малости. 

Рассмотрим еще случай стационарных колебаний, т. е. колебаний, 
совершающихся с постоянной амплитудой и частотой. В этом случае. 
очевидно, имеем: 


da 
ae 
ИЛИ 
2A, (а) =2А, (а) +... =0: (1.22) 


Из-за присутствия множителя = перед 4, (а) видно, что CCM в вы- 
ражении (1.22) мы отбросим величины, начиная CO второго порядка 
малости, и будем определять значение стационарной амплитуды первой 
гармоники из уравнения первого приближения 


А, (а) =0, 
то тем самым мы совершим ошибку, вообще говоря, не второго порядка, 
а уже первого порядка малости. 
Принимая все это во внимание, естественно в дальнейшем брать 
в качестве первого приближения упрощенное выражение 
д =:а с03$, (1.23) 


в котором аи ф определяются уравнениями: 


а 

= = eA, (а), 

dl (1.24) 
че = =В, (а). 


Рассуждая ‚совершенно аналогично, в качестве второго приближе- 
ния возьмем выражение 


х=а 605 ф- ги, (а, $), (1.25) 


в котором функции времени а и $ определяются уравнениями: 


dt et | ( ) ( ) 4 26) 
$ A a + = A, > ( jp 
ay = (t) + 2B, (а) rs В. (а) 
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Приведем здесь также явные формулы для 4, (а), 4, (а), В (а), 
В. (а) и и, (а, $). Из (1.15), (1.16) и (1.17) имеем: 


Qn 


A, (@) = — 55 \ 1 (а cos, —awsind) sind dd, | 
=. ` (1.27) 
В, (а) = не \ f(a cos, aw sin }) cos ф dd. 
0 
Далее, из (1.18) следует, что 
и, (а, 6) = во (8) - У &n (а) cos at he (a) sin ay (1.28) 
n=2 
где g, (а) и h,(a) находим по формулам’ 
2n 4 
Sn (a) =a | (асов, — ao sin $) cosnd dy, | 
м \ (1.29) 
hy (a) = \ f(acosh, —awsing)sinnddd. ! 
0 
Наконец, в силу (1.15) и (1.19) можем написать: 
A, (а) = —зь {24,B, +A, 1 a\ — ) 
ах , | 
ыы \ [2 (а, ф) 1х (а cos, —awsind) + 
0 
+ (A, cos — aB, sind+o 5 an =.) х 
x fe (а cos, —awsin »| sind dy, 
4 A,dA ; pe othe) 
Вы И вы С. 
| an 


~~ Ox wa \ [№ (4, $) fx (а cos, — aw sind) + 
0 


+ (м cos¢—aBb, sing +0 2 3) x 


Х fx (а cos b, и J 


Заметим, что уравнения второго приближения (1.26), где А. (а) 
и В. (а) определяются согласно выражениям (1.30), сложны ввиду TOTO, 
что они записаны в самом общем случае. Для конкретных колебатель- 
ных систем, как будет показано ниже, эти уравнения значительно упро- 
щаются. 


‚ Остановимся теперь. на более детальном рассмотрении первого при- 
ближения. 
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В соответствии с формулами (1.23), (1.24) и (1.27) первое приближе- 
ние для решения уравнения (1.1) может быть представлено в виде 


х=ас03 $, (1.31) 
где а и $ определяются уравнениями: 


а 
т = eA, (а), 


(1.32) 
ft w+ eB, (а) = (a), 
причем 
eA, (а) = — er 1 (а со8ф, —awsin $) зт ddd, (1.33) 
3 | 
®; (a) =0 —5—— ) f(acosh, — ао зш 9) cos фа. (1.34) 


Заметим, что полученные нами уравнения первого приближения 
совпадают с уравнениями, найденными по методу Ван-дер-Поля. 

Выведем теперь еще одну формулу для определения мгновенной 
собственной частоты , (а). 

Возведя правую часть выражения (1.34) в квадрат, получим: 


an 
of (a) =0* — =. \ /(а 008%, — воз $) cos 46 + 


0 
+o [He cos ), — aw sin 4) cos $d |”, 
0 


откуда, поскольку все вычисления ведем в первом приближении, отбра- 
сывая члены второго порядка малости по отношению к з, имеем: 


an 
wt (а) = ~ | [wa cos » — ef (a cos, — aw sin $)] cos $ 4$. (1.35) 
0 


‘Выражение для квадрата мгновенной собственной частоты (1.35) 
можно упростить. 
Введем функцию 


F(x, <r) = —<f(a, 3) , 


объединив «квазиупругий. член» с нелинейным. 
Тогда, очевидно, 


2% 
2 4 . 
wy (а) = = ( F(acos, — aw Sin $) cos $d. (1.36) 
0 
Аналогично, принимая BO внимание, что 


\ w2a cos dsind 4 = 0, 
0 
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имеем также: 


an 
2A, (а) = = \ F(acos$, — аюзш ф) зт $ а. (1.37) 
г 0 : 
В полученных формулах (1.36) и (1.37) функции вА, (а) и в, (а) 
предетавлены непосредственно с помощью функции F € =) ‚ to 


отличает их от формул (1.33) и (1.34), где фигурирует лишь нелиней- 
ный поправочный член. Входящая в поеледние две фсрмулы величина ® 
может быть, очевидно, интерпретирована как приближенное значение 
(нулевое приближение) частоты кслебаний рассматриваемой системы. 

Приведем теперь еще один спсс‹б получения уравнений первого 
приближения. Прежде всего напомним, что при е=0 уравнение (1.1) 
допускает решение: 


t=acosd, 
oe —awsind, | (1.38) 


где $=wi+6, причем амплитуда а и фаза колебания 6 являются постоян- 
ными величинами. 

Нетрудно, однако, убедиться, что формулы (1.38) могут быть оста- 
влены и в случае =-==0 при условии, что величины аи 0 мы будем 
рассматривать не как постоянные, а как н6которые функций времени. 

Будем рассматривать (1.38) как нокоторую замену переменных, 
а и 0 —амплитуду и фазу колебания — примем за новые неизвестные 
функции времени, определив которые, с помсщью (1.38) сможем найти 
искомое выражение для первоначально неизвестной x. Чтобы составить 
дифференциальные уравнения для а и 0, продифференцируем обе части 
первой формулы (1.38). Получим: 

ах аа dé . . 39 
-й = ar 608$ —а- sin} — aw sin 9, (1.39) 
откуда, принимая во внимание второе соотношение (1.38), имеем урав- 
нение 
аа 290. 40 
7 608$ —a sing =0. (1.40) 
Продифференцировав обе части второй формулы (1.38), получим: ° 
dex da | 


р 49 
A 1: 8 А — au? 
qe = Tap @ sing - aw = cos ф — а? cos b. (1.41) 
ах aa 


Подставляя теперь в уравнение (1.1) вместо х, соответ- 


dt’? ай 
ственно их значения, взятые согласно формулам (1.38) и (1.41), найдем: 
da. | 49 . 
—o—-sin b— aw -- cos =2f (a cos, — aw sin 9). (1.42) 


Решая систему двух уравнений (1.40) и (1.42) относительно неиз- 


ab а аа р dQ получим: 
CTHEIX a a’ олучим: 
oe — = / (а 008$, —aw sin $) sin 9, 
es | (1.43) 
Я = — в / (9008$, —awsin 9) cos >. 
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Итак, вместо одного дифференциального уравнения второго порядка 
(1.1) относительно переменной х имеем два дифференциальных уравне- 
ния (1.43) первого псрядка относительно переменных а и 0. 

Заметим, что правые части уравнений (1.43) обладают по отношю- 


7 . 20 
нию к независимои переменной 1 периодом, равным а ‚а кроме этого. 


4 do 
= и -; пропорциональны малому uapamcTpy з, так что а и 0 будут 
медленно изменяющимися функциями времени. 

Дифференциальные уравнения, приведенные к такому виду, будем 
называть уравнениями в стандартной форме. 

Нетрудно видеть, что правые части уравнений (1.43) могут быть 


представлены в виде сумм: 


— - f(acos §, --awsin)sin > = 


| 


У | {$2 (a) cos vb + #49 (а) sin vd], 
; (1.44) 


—--/(а cos}, — во sin b)cosb = 


ee 2 ee 


=е DS [2 (a) cos vo + {93 (a) Sin vo]. 


Согласно вышеизложенному форма приближенного решения системы 
уравнений может быть определена из следующих соображений. Так как 
аи 0— медленно изменяющиеся величины, представим их как супер- 
позицию плавно изменяющихся членов а и 4 и суммы малых вибрацион- 
ных членов. В первом приближении положим 


a=a, 0=8 (b=ot +9). (1.45) 
Тогда 
da Bd GO ae ae od i eee 
a = a / (@608ф, — asin ф) sing = 
=e У [4 (@) cos vd + AAP (@ sin vO], | 
В : _ ; (1.46) 
ae —= f(accs4, — aw sin $) cos ф = | 
=< >) Uf? (а) cos vp -- {32 (а) sin vd], 
и ) 
или 
oe =f (а) + малые синусоидальные колебательные члены, 
. (1.47) 


do = 
и = Shor (а) + малые синусоидальные колебательные члены. 


en 


Считая, что эти синусоидальные колебательные члены вызывают 
лишь малые вибрации а и 0 около их первых приближений a UU 


48 КОЛЕБАНИЯ В СИСТЕМАХ, БЛИЗКИХ К ЛИНЕЙНЫМ (Гл. I 


и не оказывают влияния на систематическое изменение а и 0, приходим 
к уравнениям первого приближения в виде 


SF = ef (a) = M {-*/ 05$, —aw sin $) sing} , 
49 ; (1.48) 
a = hi (a)=M И { —=/@ 05$, —aw sin $) cos & 


где M—onepatop усреднения при постоянных а и § по явно содер- 
é | 


жащемуся времени. 
Нетрудно видеть, что полученные уравнения (1.48) для а и 0 совпа- 
дают © ранее найденными уравнениями первого приближения. 
Действительно, произведя усреднение и введя вместо 8 полную фазу 
колебаний ф, получим: 


an 
std. 55 \ f(acoso, — аюзт $) зщ фа, 
0 


2% 
=e Trae | /@ сз, —aw sin $) cos ddd. 


Для получения второго приближения необходимо принять во вни- 
мание в выражениях для а и @ также и вибрационные члены. Учиты- 
вая в (1.47) члены =/# (а) cos vd, =} (a)sinv) (1=1, 2), как вызывающие 
ва и колебания вида 

esin vp 29 (a ony @ By 
esin? 7 (a), (2 (a) (é=4, 2), 
приходим к следующим приближенным выражениям: 
а=а-е У [1 (a) sin vp — f¥ (a) cos v9], 
veO 
a 1 Per 0) io eo к = | (ha?) 
==» — [Г (a) sin vp — fz (а) cos vO], 
v0 
которые соответствуют улучшенному первому приближению. Подставляя 
значения (1.49) в правую часть (1.38), получаем с точностью до величин 
первого порядка малости включительно выражение (1.25). 
. Для получения уравнений второго приближения, определяющих а 
и 8 с точностью до величин второго порядка малости включительно, 
необходимо значения (1.49) подставить в правую часть уравнений (1.48) 
и результат усреднить по явно содержащемуся времени. 

Приведенным выше рассуждениям можно придать более обоснован- 
ную форму. Для этого необходимо выражения (1.45), (1.49) ит. д. 
рассматривать как замену ‘переменных в исходной системе дифферен- 
циальных уравнений, приведенной к стандартному виду. Однако на этом 
вопросе остановимся более подробно в конце книги. 

Заметим только, что изложенный метод усреднения дифференциаль- 
ных уравнений, приведенных к стандартному‘ виду, очень облегчает 
применение методов нелинейной механики для построения приближенных 
решений систем нелинейных дифференциальных уравнений. 
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В настоящем параграфе нами изложен метод построения прибли- 


женных решений для уравнений типа (1.1). Не представляет, однако, 
никаких затруднений распространить его и на уравнение вида 


d? а. 
йа] (2, а `), (1.50) 


(atte n(n SHEE) 


где 


Здесь правая часть уравнения имеет более сложную зависимость OT з. 
Ввиду отсутствия каких-либо существенных особенностей мы не будем 
детально останавливаться на последнем уравнении, а перейдем к подроб- 
ному рассмотрению различвых частных случаев, встречающихся на 


практике. 
$ 2. Консервативные системы, близкие к линейным 


В качестве частного случая уравнения (1.1) рассмотрим свободные 
псевхогармонические колебания без затухания некоторой массы т, т. е. 
колебания, описываемые уравнением вида 


2 
m <2 + p(x) =0, (2.1) 
В котором зависимость 


Е, =р (7) 


между упругой силой и перемещением является нелинейной. 
Предположим, что fora нелинейность достаточно «слаба», так что 
можно положить 


Р (1) = kx + ® (2). (2.2) 


Тогда уравнение (2.1) будет принадлежать к рассмотренному типу, 


причем 
_ а _ ® (x) р 
и, >) --98, г. 


где =— малый положительный параметр. 

Для построения первого приближения рассмотрим разложение 
Фурье для функции Ф (а соз$). Tak как эта функция является четной, 
то в ее разложении в ряд Фурье синусы будут отсутствовать: 


Ф (а с0з5) = У С, (а) созпф. (2.4) 
n=0 
Отсюда на основании (1.16) и (2.3) получим: 


ОВ 


в. (а)= — ^®®_, в, (а) =0, 


откуда находим: 


4, (а) =0, B,(a)=5+— С, (a). (2.5) 
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Таким образом, учитывая (1.23), (1.24), в первом приближении 


имеем: 
т = а с08$, 


где а и > определяются уравнениями 


&Ст _=С; (а). 
2oma 


29, Boy 4 2 (а) (2.6) 
(значок внизу у хи w(a) указывает номер приближения). 

Из первого уравнения системы (2.6) следует, что амплитуда коле- 
бания не зависит от времени и сохраняет свое начальное значение 


а = а, = const. 


Ввиду постоянства а из второго уравнения (2.6) получаем: 
ф = т (а) t+ 9, 


где 9 — фазовая постоянная, равная начальному значению фазы Ф. 

Таким образом, в рассматриваемом случае изучаемое колебание 
в первом приближении будет гармоническим. Нелинейный характер 
уравнения (2.1) в первом приближении сказывается, очевидно, лишь 
в том, что частота колебаний ‹т(а) зависит от амплитуды. Иначе говоря, 
из-за присутствия в уравнении (2.1) нелинейного члена зФ(х) ко- 
лебательная система теряет свою изохронность (изохронностью назы- 
вается свойство линейных колебательных систем, состояшее в том, что 
их частота собственных колебаний не зависит от величины амплитуды), 
причем, как это следует из выражения для (a) (2.6), потеря изохрон- 
ности будет тем меньше, чем меньше будет =Ф (5) по сравнению с wz. 

Перейдем теперь к построению второго приближения. По фор- 
муле (1.18) находим: 


и, (a, = i Ly Cn @) eee (2.7) 


n=0 


n#1 


Подставив найденные выражения (2.5) и (2.7) в (1.30), получим: 


А, (а) = == = 0, ) 
4 С 2 
В, (а) = — 95 | “Zone + 
р (2.8) 
+ — x re (a) ny ®’ (a cos $) cos $ cosnb dp, | 
as ) 
Поскольку 
2“ 
4 fe 
Cy (а) =5= \ Ф (a cos) dd, 
0 


2 
C,, (a) => \ Ф (а cos) cosnddp (п>1), 
0 
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то, лиффе ренцируя, найдем: 
2к 


5 \ Ф’ (а cos $) оз dy = 22) 
0 
a +f ®’ (a cos $) cos  cosnd dy = —- Hale) 
и, следовательно, можем написать: 
4 ГС, (а) 72 
В» (а) = № [ т ] г. 
dC» (а) 
© Cn (a)— 
1 Г. 4 dC 
he 2omka {> = —2С ‚@) ; ot. (2.9) 
n=2 
Таким образом, во втором приближении имеем: 
т, =а с08ф Co ee = > Cn (a) cos nt ; (2.10) 
n=2 
причем 
а (2.11) 
bo. 
riz = Or (a), 
где 


=2 2 
» (a) =0 + Al) — xs [2] eZ 


2oma 2oma 


= 


‚ 1? 6,4965 ®. 
a 2omka | 


46 
м 26, (a) 0 , (2.12) 


Мы видим, что и во втором приближении амплитуда а не зависит от 
времени и сохраняет любое свое начальное значение. Фазовый угол > 
вращается с постоянной скоростью 


b=,,(a)t+6 (8 = сопз4), 


и формула (2.10) дает приближенное представление общего решения 
(с точностью до величин порядка малости =?), содержащего две произ- 
вольные постоянные интеграции а и 0. Заметим, что для консервативных 
колебательных систем, описываемых уравнением типа (2.1), все вели- 
чины 4,„(а) обращаются в нуль, так что уравнение для амплитуды 
основной гармоники < точностью до любой степени з будет: 


4а _ 


что выражает условие стацио нарнссти колебания ¢ произвольной ампли- 


тудой. Так как погрешность формулы (2.10). является величиной 
порядка =?, то, производя вычисления с тей же степенью точности, 
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находим следующие выражения для максимального и минимального 
отклонения: 


eC’ (а) Е = Cn ) 
“Ty max = @ — aie ate k >» п? и J | 
5 (2.13) 
eC = —1)"Сь 
Ян min = 4 пя k >» ( peak | 
n=2 


Прежде чем перейти к рассмотрению конкретных примеров, преоб- 
разуем формулу (2.12), служащую для определения зависимости частоты 
от амплитуды колебания. 

Возводя обе ее части в квадрат и удерживая при этом лишь члены 
не выше второго порядка малости, получим: 


© Cn (a) 2n (0) 
C 3 а ’ а 
oy (a) = ab ua se = aa 204 (a) cae 7 (2.14) 
n=2 
Ограничиваясь первым приближением, имеем: 
С 
ot (а) =o? +20) (2.15) 


Заметим теперь, что во всех полученных выше формулах линейная 
и нелинейная слагающие упругой силы входят раздельно. 

Линейная слагающая входит посредством множителей ® и Ё, нели- 
нейная — посредством коэффициентов С„(а) разложения (2.4) для функ- 
ции Ф (2603$). 

Однако нетрудно видеть, что разделение полной упругой силы р (Zz) 
(2.2) на линейную и нелинейную слагающие в значительной степени 
произвольно, так как постоянную & можно выбирать различными спо- 
собами. 

Определим ее, например, из того условия, чтобы «нулевое прибли- 
жение» для частоты колебания w совпадало бы © первым приближе- 
нием , (а). 

Тогда согласно (2.15) получим: 


Cy (a) =0. (2.16) 


Рассмотрим теперь разложение Фурье 
р (а 005$) = po(a)+ 2 Pn (а) cos nd (2.17) 
n= 


и заметим, что в соответствии с (2.2) и (2.4) будет: 
р. (а) =еС„(а) (n=0, 2, 3,4, ...), 
py (а) = ak +20 (а). 


Итак, условие (2.16) приводит к следующей формуле для опреде- 
ления эквивалентной жесткости: 


(2.18) 


2m 


k= p,(a)=<z \ p (2008 $) cos } 44. (2.19) 
0 
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Ностоянная й определяется здесь как некоторая функция амплитуды, 
и поэтому возможность использования формулы (2.19) связана с тем, 
что сама амплитуда а является постоянной. Если бы мы рассматривали 
затухающие псевдогармонические колебания, то такой выбор постоянной k 


Р1 (а) 
а 


вообще был бы недопустимым, так как тогда оказалось бы пере- 


менной во времени величиной. 

Постоянную & можно определить и иным способом. Рассматривая, 
например, степенное разложение упругой силы в окрестности точки 
равновесия 


р (2) = ож-- Ва уд. 


естественно отнести ох к линейной части, а остальные члены к нели- 
нейной 


e® (x) = Ba? +-ya34..., 
что соответствует выбору № с помощью формулы 
k= p' (0). (2.20) 


Независимо от того или иного способа выбора постоянной Ё мы 
можем, воспользовавшись {2.18), освободить формулы (2.10), (2.13), 
(2.14), (2.15) от параметра =, перестроив их так, чтобы в них входила 
лишь известная функция p(x). 

В результате приходим к следующим окончательным формулам: 

первое приближение 


2. =а с03$, 
9? (а) = fue. о ‘ (2.21) 
второе приближение 
2, =a cos p — 26 @ ay ae | 
sj pn (0) ) р (2.22) 
: : 4 Pn (4) Gg dpo(a) 1 | 
тт (а) = т (а) + mka п ay — 2Ро (а) “Ta da  тка` J 
n=2 
Как видно, слагаемое 
Pn (а) «Яро (а) 
mka (n?—1) . 


представляет влияние п-й гармоники на собственную частоту, а слагаемое 


Spats) 


р о (a) —— 
Re 

появляется за счет смещения рабочей точки на характеристике в связи 

с наличием в колебании постоянного члена 


_ Ро (а) 
eee 
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В частном случае симметричных колебаний, когда упругая характе- 
ристика системы Ё, = p(x) симмотрична*) относительно начала коорди- 
нат, так что значения Е, для --х равны по величине и противопо- 
ложны по знаку 


ре =-Р(-3), 


все четные гармоники в разложении (2.17) исчезают и формулы (2.22) 
‘принимают вид 


ne 21-1) ) 
= а cos ФН > Bs Pe + , 


\ 2.23 
Pans (а) Bea) ( 
«п (а) = ®1 (a) + aha У ("+0 —1 ) 
%=1 


Наконец, освободимся также от параметра = в выражениях для 
максимального и минимального отклонения. 


Из (2.13) и (2.18) находим: 


р (6) (а) ) 
max = @ — ; es k а т" ; | 
а ` (2.24) 
Ро (а) 1 (—1)" Pn ( 
Ти min = —@— +e аи | 


Чтобы получить представление о практической эффективности 
найденных приближенных формул, рассмотрим некоторые числовые 
примеры, для которых известно точное решение. 

Рассмотрим уравнение свободных колебаний математического маят- 
ника с массой т и длиной [ без учета трения: 


ах =. = 2 
та + зщ 2 =0, (2.25) 


где х— угол отклонения маятника от положения равновесия. 
В данном примере 


и разложение (2.17) будет: 


р (acosh) =+ 2S) (~1)"Janex (a) с08 (20+ 1) ф 


n=0 


(J, (а) — функции Бесселя). 


*) В большинстве практически важных случаев упругая сила симметрична. 
Несимметричность кривой Е, =р(1) обусловливается, например, действием по- 
стоянной силы. 
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Согласно (2.21) и (2.23) находим: 
в первом приближении 


x = 2603$, ) 


(= a 27:6) | (2.26) 


. 
Im ? 
во втором приближении 


2 — 
где of = 


ere OF < (—1)”.Л +1 (2) cos (2n+ 1) tamed (a) ens 
t= a C08 P+2— >) Е 


n=1 
о | ыы (21) «3 Узтла (4) Лат (ay 
(2) ~~ Veo re чу (20 - 1)2—1 ° 


В частности, 


] 
| (2.27) 


x 


a, a+2 6 > (—1)"Jenar (а) ! (2.28) 


I шах — Ти тах — w? р (2n+1)2?—1 
n=t 


Рассматривая Хшах и © как функции амплитуды первой гармоники 
Хтах = Lmax (а), © = (a), (2.29) 


подсчитаем их приближенные значения для ряда возможных значений а. 
Ввиду весьма быстрой сходимости рядов, стоящих в правых частях 
выражений (2.27) и (2.28), достаточно при подсчете учитывать в них 
лишь первые два члена. 
Далее, для оценки точности полученных решений (2.28) подсчитаем 
по таблицам эллиптических функций соответствующие значения (2.29) 
© помощью точных формул (для тех же значений а): 


sv 84"! | 
2 (фа) =- с05 ф SE pay OS SPT «+ | 
wo п 
аа, (2.30) 
k= sin ах 


a8 J 
здесь, как принято в руководствах по теории эллиптических функций, 
&— модуль, К — полный эллинтический интеграл первого рода, 
к, 
а=е “К, а К’ (№ =К(К’), где Kh =p 1. 

Результаты вычислений сведены в табл. 1, в которой имеется также 
графа, указывающая точные хи.х В градусах. 

Результаты вычислений свидетельствуют о вполне удовлетворитель- 
ной точности, в особенности если принять во внимание, что наши при- 
ближенные формулы выведены в предположении, что упругая характе- 
ристика восстанавливающей силы обладает «слабой» нелинейностью — 
близка к прямолинейной. В рассматриваемом примере даже при углах 
отклонения маятника около 160° относительная погрешность первого 
приближения частоты составляет 5,5%, а второго -— всего около 3%, 
хотя очевидно, что в пределах от — 160° до + 160° синус весьма плохо 


56 КОЛЕБАНИЯ В СИСТЕМАХ, БЛИЗКИХ К ЛИНЕЙНЫМ ira. I 


аппроксимируется прямой. При колебаниях маятника в пределах при- 
мерно от —30 до + 30° первое приближение частоты дает четыре точных 
знака, а для углов между + 45° второе приближение дает пять точных 
знаков. Следовательно, там, где характеристика действительно близка 
к линейной, полученные приближенные формулы обладают высокой 
степенью точности. 


Таблица 1. 


x a x x ыы "п ae ® max 
I max П max max “о чо 9 
0,2 0,19996 1,19996 | 0,99754 0,99754 0,99751 44°27'25” 
0,4 0,39966 0,39968 | 0,99002 0,99003 0,99003 22°53'46” 
0,6 0,5988 0,5989 0,97759 0, 97763 0, 97763 34°18'52” 
0,8 0, 7972 0, 7973 0,9602 0,96040 0, 96040 45°40'55” 
1,0 0,9944 0,9946 0,9384 0,93847 0,93846 56°59' 14" 
1,2 1,1900 4,1906 0,9113 0,91201 0, 91198 68°12'59” 
1,4 1,3835 1,3846 0,8799 0,88122 0, 88114 79°19'54” 
1,6 1,5743 1,5763 0,844 0,8463 0,8464 90°18'55” 
1,8 1,761 1,765 | 0,804 0,8076 0,8072 101°07’37” 
2,0 1,943 4,954 0,759 0,7654 0, 7646 111°47’03” 
2,2 2,118 2,132 0,711 0,7200 0, 7185 122°09'17” 
2,4 2,283 2,307 0, 658 0,6719 0,6698 432°10'53” 
2,6 2,432 2,476 0,602 0,6216 0,6138 141°54'52" 
2,8 2,558 2,635 0,541 0,5699 0,5610 150°58/ 28” 
3,0 2,642 2,783 0,475 0,5179 0,5023 159°27'15” 


Ухудшение точности для углов, близких к 180°, объясняется тем, 
что это значение является критическим: при переходе через него изме- 
няется характер движения — колебания сменяются вращением. 

Остановимся теперь на исследовании небольших колебаний маятника. 
В этом случае можем в уравнении (2.25) sing заменить двумя или тремя 
(в зависимости от того, на каком приближении собираемся остановиться) 
первыми членами тейлоровского разложения *). 

Получим: 


a2 у 3 5 es 
те (а-я... )=0. (2.31) 


Применив к этому уравнению формулы (2.21), находим (ограничи- 
ваясь двумя нленами в разложении для синуса): 


(2.32) 


: 13 
sin s—(#—4 ) 


по абсолютной величине не превзойдет 0,0J0326, если х колеблется между — 30° 


и 30°, а разность 
sin г—(+— aT ee 5 =) 


не превзойдет 0,000002. 
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откуда 


«т (а) и а? а? 
т = eed, rs 2 
® | 8 — 16 (2.33) 

Из формулы (2.33) непосредственно видно, что при увеличении 
амплитуды колебания маятника частота уменьшается, а период собствен- 
ных колебаний 


2 
T,=—", ~T)(14+45 ) (2.34) 


1—5 


, = 
увеличивается. (Здесь То = = = Qn и”) . 
0 


Для построения решения во втором приближении воспользуемся 
формулами (2.23); тогда, учитывая в разложении для sing также 
25 


член Bl? получим: 
= 2 (443 а? )cos3b+ c= cos 5p, | 
yy = 4.0089 — 5 ( + Eq cos » + 56480 08 5$, | 
(2.35) 
т (а) ай а? За4 
oR = et BE ) 
откуда 
yy (а) а? a* 
eo 1—5 + ion (2.36) 
= 2 
a a? 3a*t 
гит, (1+5 + 105% . (2.37). 
Для максимальных отклонений согласно (2.24) имеем: 
аз ad р 
Ty шах = @ —152 1024 . (2.38) 


При помощи полученных формул можно подсчитать частоты, пе- 
риоды и максимальные отклонения для ряда значений а (амплитуды 
первой гармоники). Результаты вычислений приведены в табл. 2. 

Таблица 2 


“т би Ty Try 
XT шах—@ 11 max “о ° о То To 

0,2 0,19996 0,99750 0,99750 1,00250 4,00250 
0,4 0,39966 0,99000 0,99003 1,01000 4,01008 
0,6 0,5988 0,97750 0,97763 1,02250 1,02288 
0,8 0,7970 0,9600 0, 96040 4,0400 1,04420 
1,0 0,9938 0,9375 0,93848 1,0625 1,06543 
1,2 1,1886 0,9100 0, 91203 1,0900 1,09607 
1,4 41,3805 0,8775 0, 88125 1,1225 1, 13376 
1,6 1,5684 0,840 0,8464 1,160 4,1792 
1,8 4,754 0,798 0,8078 1,203 1,2333 
2,0 1,927 0,750 0,7656 4,250 4,2969 
2,2 2,094 0,698 0, 7204 4,303 4,3744 
2,4 2,250 0,640 0,6724 4,360 41,4572 
2,6 2,392 0,578 0,6221 1,423 1,5564 
2,8 2,518 0,510 0,5700 1,490 1,6701 
3,0 2,622 0,438 0,5166 1,563 1,7998 
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Сопоставляя табл. 2 с табл. 1, легко видеть, что для отклонений 
маятника, не превышающих + 35° (в этих пределах частоты и макси- 
мальные отклонения совпадают с точными соответственно до 5-го и 4-го 
знака включительно), с успехом можно рассматривать уравнение (2.31) 
и соответствующие ему более простые приближенные решения (2.32) 
и (2.35) вместо точного уравнения (2.25). При больших же углах откло- 
нения (порядка -+ 160°) относительная погрешность первого приближения 
составит 13%, а второго всего около 3%. 

При рассмотрении свободных колебаний маятника мы не учитывали 
сил трения. 

Если предположить, что колебания маятника затухают под воздей- 
ствием сил, пропорциональных скорости, то приходим к исследованию 
следующего уравнения: 


а? а. к 
т Аи + Узта=0, (2.39) 


или для небольших отклонений: 
ах dx, g 23 
Согласно общим формулам $1 в первом приближении решение 
уравнения (2.40) будет: 
L=A C08, (2.41) 


где а и ф должны быть определены из системы уравнений первого 
приближения: 


oe — 4a, 
ay nae (2.42) 
dt — 16 /’ 


5 ^ 
здесь введены обозначения 0 =, 05 Vz : 


Интегрируя первое уравнение системы (2.42) при начальных значе- 
ниях t=0, а=а,, находим: 


а=а М. (2.43) 
После этого из второго уравнения системы (2.42) получаем: 
b= {1 pagh (e-2et — 1) oo (2.44) 


где 8 — начальное значение фазы. 


Подставляя значения амплитуды (2.43) и фазы (2.44) в формулу (2.41), 
нолучим первое приближение в виде 


x=ae"cos fw [1 + (ent — 1) | +o}. (2.45) 


TakuM образом, в первом приближении колебания будут затухаю- 
щими, с частотой, зависящей от амплитуды ® =® (а), причем с увеличе- 
нием времени вследствие постепенного затухания мгновенная частота 
будет увеличиваться, стремясь в пределе к постоянному «линейному» 


значению частоты © == V р . 
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Рассмотрим теперь колебания системы, для которой характеристика 
восстанавливающей упругой силы имеет вид 
2(х) = ax + yx? (a > 0, y > 0). (2.46) 


В этом случае получаем нелинейное дифференциальное уравнение 


a 92 + yr? =0, (2.47) 


которое может быть проинтегрировано в явной форме с помощью эллип- 
тических функций. Следовательно, здесь можно также сопоставить при- 
ближенным решениям точные. 

Так как для этого случая разложение (2.17) будот: 


‚3 ‚ | 143 
p(acos $) = («a НИЕ та?) cos ф-[- р cos 3$, 
Y = [5 1/2 
то, вводя безразмерные комбинации (1 ) x, (+) а, —, Ha основа- 


нии (2.21) и (2.23) можем написать: 
в первом приближении 


1: ye 
+) ay=(1) а cos, | 
Ee a aay = | (2.48) 


BO втором приближении 


Oar 
CRY“ ara 


откуда имеем: 


т ae aC: eel 2.50 
ОЕ 


< 1 о ra Ne + 
Точные значения (+) Tmax И — для данных (+) а найдем по 
0 / 
таблицам эллиптических функций с помощью формул 
— 2K an [У S 
x ($, a) = ных en {2} = ama 2% {V4 cos + oy (2. 1) 
о sVit® , & a ee? 
Oo 5-2 QK ’ V 2-28 7S Ятах а ) ia 


Здесь сп, k, К, 4 обозначают воответственно эллиптический косинус, 
К’ 


модуль, полный эллиптический интеграл первого рода ие К, 


а K’(k)=K(k'), где = Ул. 
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Результаты вычислений приводим в табл. 3. 
Таблица 3 


C2)" ыы Dem | Z| BZ]: 
а a IImax “a max чо РИ о 
0,29927 0,30005 0,3 1,0330 1,0381 1,0331 
0,59464 0,5998 0,6 1,1248 1,1258 1,1259 
0,88552 0,8992 0,9 1,2602 1,2638 1,2641 
1,1733 1,1984 1,2 1, 4256 1,4333 1,4340 
1,4592 1,4966 1,5 1,6115 1,6241 1,6257 
1,7443 1,7948 1,8 1,8116 1,8297 1,8323 
2,0293 2,0931 2,1 2,022 2,0459 2,0493 
2,3140 2,3912 2,4 2,240 2,2697 2,2140 
2,5991 2,6895 2,7 2,463 2,4985 2,5041 
2,8841 2,9877 3,0 2,690 2,7318 2,7385 
Принимая во внимание простоту формул (2.48) и (2.49), следует, 


очевидно, признать получаемую и в данном примере степень приближе- 
ния вполне удовлетворительной. Можно, кроме того, показать, что эти 


1/5 
формулы не теряют своей эффективности даже при a(t — <. 


В самом деле, соотношения (2.51) приводят к следующей асимито- 
тической формуле: 


где 4 берется для модуля kee =, а ТОЧКИ обозначают член, отношение 


которого к написанному ри члену стремится к нулю при 
Le 
«(1 —> oo. Аналогичные асимпитотические формулы получаются из 


(2.48) и (2.49) для пе и me te соответственно с коэффициентами про- 


порциональности ИЗ Te t+as Их численные значе- 
4 ? 28 


ния будут: 


wa Des, = 0,887; И 3 = 0,866; и 8(3))=0,892. 


112 
Таким образом, в пределе при а (1 —> со относительная погреш- 


ность первого приближения частоты составит 2,4%, а второго — всего 0,6%. 


$ 3. Случай нелинейного трения 


В качестве второго частного а cana aaa уравнение вида 
dz 
mers hem ek (2), (3.1) 


которое можно интерпретировать как уравнение колебаний массы т, 
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находящейся под воздействием линейной упругой силы kx и нелиней- 
ах 
ного слабого трения ef (+), зависящего от скорости. 
Это уравнение, очевидно, принадлежит к типу общего уравнения 


(1.1), причем здесь 
dx\ _ 1 da 


Чтобы воспользоваться формулами (1.21) — (1.28), определяющими 
искомые приближенные решения, рассмотрим разложение 


ТР (а cos $) = BY Е» (a) cos nd, (3.2) 


n= 


из которого получим: 


ИР (аи sind) = >) Р, (46) cosn( 4+1). 


n=0 


Сопоставляя последнее разложение с (1.16), находим: 
gni(4) = Е» (aw) cosS , h, (а) = —F (ao) sin "у. (3.3) 
Поэтому согласно (1.17) имеем: 
1 
А; (@)=55Fy (aw), By (а) =0. (3.4) 


Takum образом, учитывая (1.23) и (1.24), получим первое прибли- 
жение в следующем виде: 


х=ас08ф, ) 
fot F(a), | 
dt 20° } , ‘ (3.5) 
dy _ fk | 
ae v= Ve. J 


Отсюда легко видеть, что для систем, описываемых уравнением 
типа (3.1), в первом приближении амплитуда колебания затухает согласно 
закону, выраженному вторым уравнением (3.5). Что касается мгновен- 
ной частоты, то она постоянна и равна. обычной линейной частоте 
®, так что, 

ф =ot-+ 0, ` 


rye 9 — начальное значение фазы ф. 

Takum образом, в первом приближении колебания оказываются 
гармоническими с постоянной частотой в. 

Мы уже имели возможность убедиться в том, что нелинейные коле- 
бательные системы, вообще говоря, не изохронны. 

Рассматриваемый же пример является одним из важных случаев, 
когда в первом приближении система изохронна. Такие случаи будем 
называть случаями квазиизохронности *). 


*) Мы прибавляем «квази» потому, что соответствующие колебательные 
CHCTeMLI, как показано ниже, будут изохронны лишь в первом приближении. 
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Перейдем к построевию второго приближения. Согласно (1.28) 
и (3.3) находим: 


Fn (aw) со" (4+7) 
—4 ~ . 


и; (а, $) = и > 


ni (3.6) 
(nt) 
Далее из (1.30), (3.4) и (3.6) получаем: 
2 
A, (а) = — 0) ( Е’ (— aw sin $) cos 6 sin dd) — 
0 
4 со Fp (a0) an 
п. w ; В =, я 
= by oa \F ( aosin §)-8inn( $+ 5 )sing§ do, 
(nF | 
1A dA, ( { Е 
B,(a) = 2) О A ( Fe (—awsin 9) x Е 
0 
ay 1 i nF, (aw) . 
sa cos’ $ 4$ — seam > = . 
о 
an 
x ( Е’ (—awsin 6) sin "(+ +7 )eos $44. 
0 
С другой стороны, заменяя в интегралах ф на $—>, находим: 


an 
\ #'(—aosing)sinal 4455 )sing af — 


2m 
= — ( Е’ (aw cos ф) sin nd cos ф db = 0. 


п 
Далее, интегрируя по частям, получим: 


2% 


= ( F’(—awsin 9) sinn( $+ ) cos bd) = 
0 


т 


1 
т aw 


27 
. F 1 ь Е ‘ 
Е’ (am cos 9) sin ng sing dp = — >- ( sin ndd к | = 
0 


oe fly 


an 
В тк 


= \ Е (aw cos ф) cos nd dj =—-F,, (an). 
о 


aw т 


Поэтому (3.7) можно записать следующим образом: 


А, (а) =0, 
Fy (а) dF, (aw F? 1 Е 272 (aw 
В. (а) <= ee) - ra i (ce) — 23а? У, В ) . (3.8) 


n=2 
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Итак, в рассматриваемом случае второе приближение имеет вид 


< Ри (ao) cos n ( +5) 


=a cos $ — т eS | ee , (3.9) 
(ne) 
причем 
da _ Е; (aw) 
dt i 
a . _ (3.10) 


а: 
a =w-+ eB, (a), 


где B,(a) определяется выражением (3.8). 
Прежде чем перейти к анализу уравнений зависимости амплитуды 
от времени для различных законов силы трения, т. е. для различных 


ах 
видов функции Е é 1) заметим, что для применимости выведенных 


формул необходимо общее ограничение, а именно: сила трения должна 
быть достаточно малой. 

Переходя к анализу конкретных примеров, прежде всего рассмотрим 
линейное уравнение 


#2, 48 рык 0 (3.11) 


© малым коэффициентом затухания: 


A= 


@ 


у. 


Для данного уравнения 
/ dx™ 4х 
Va J ~~ 
и потому 
Е, (aw) = — wa, 


F,,(av)=0 (n=0, 2, 3, ...). 


Таким образом, согласно (3.8), (3.9) и (3.10) получим cpa3y во втором 
приближении: 
1=а 008$, 
аа ha 


то’ 
а 


Как видно из первого уравнения (3.12), для закона затухания 
амплитуды получается полное совпадение с точной формулой 


(3.12) 


a=a,e *, 


а для частоты колебаний имеем приближенную формулу. 


= {1-5 (%) } ; (3.13) 


которая соответствует двум первым слагаемым в разложении точного: 
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выражения для частоты 


VES 4a} 


по стеленям и. что, впрочем, совершенно естественно, так как мы не 


учитываем членов выше второго порядка малости. 
Чтобы составить себе представление о степени точности получен- 


ной приближенной формулы (3.13), возьмем, например, Е Заме- 


тим, что это значение коэффициента A соответствует весьма значитель- 
ному затуханию. Так за один период амплитуда колебаний уменьшается 


as v dx 
в два раза. По абсолютной величине «возмущающий член» A> дости- 
а2х 
гает еще примерно 1/, «главных членов»: яв Или wz. Несмотря на это, 
относительная погрешность формулы (3.13) оказывается меньше чем 0,01%. 
Рассмотрим еще один простой пример, приводящий к уравнению 
типа (3.1): гармонические или вообще малые колебания маятника в среде, 
сопротивление которой пропорционально второй степени скорости и мало. 


В этом случае уравнение колебаний будет: 


d2x dx 2 et ах 
на +4 > -- 025 =0, если => 0; (3.14) 
d2x da \2 oor dx : 
и) a) 
или 
4х dx | dx 
wet а | a | 12 =0, eye) 


Е 4х ах 
где, как всегда, |, обозначает абсолютную величину, . (Мы при- 


$ dx \2 
бегаем к такой записи, чтобы отметить, что член (+) представляет 


собой сопротивление движению.) 
Считая затухание достаточно слабым, положим 


@ = зу. 


Тогда уравнение (3.15) будет уравнением вида (3.1), причем 


ах ах 
P(F)= г 


„Находим выражение п-го члена в разложении Фурье для Р (acos >): 


dx 
dt 


р, (а) == \ F(a cos $) соз иф 4 = — 22" (| cos $ | cos $ сз пф 49 = 
0 9 


т 

2 
Нери cos hay}. 

0 


jae Qa 
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откуда 
Ро (а) = Рь (а) = Еа (а) =... = Ро (а) =... =0, 
= 8va? (— 1)9+1 
Fy (а) = 2a? Pog.i (а) == (24-1) {(2¢ + 1)?—4] 
(g=0, 4, 2) 25.) 


Таким образом, согласно (3.8), (3.9) и (3.10) второе приближение 
можем написать в виде ; 


Sat sin (2g +4) $ = 
=a COS b— = x (2g +4) [(2а- 1)?—1] [(2¢ + 1)? 4] — 
q= 


2 : 1: 
=а cos $ —1= {sin 3) +5, Sin op + .. Е ‚ (3.16) 
где а и $ определяются уравнениями: 


аа = да а? 


ме, 
ее 


к 


(3.17) 


здесь для сокращения обозначено: 
< 1 
C-8 3 ary Tat 
4 4 1 
=o5t 1525 + pat +: = 0,0407... (3.18) 
Интегрируя первое уравнение (3.17), имеем: 

а-т=зЬ (3.19) 

откуда находим закон затухания амплитуды основной гармоники коле- 


бания: 
as 


ба (3.20) 
А eo 


Таким образом, амплитуда колебаний при квадратичном законе 
затухания затухает приблизительно обратно пропорционально увеличе- 
нию линейной функции времени. 

Подетавив выражение (3.20) во второе из уравнений (3.17) и инте- 
грируя, получим закон вращения фазового угла: 


§ = ot — Sat fi - ve (3.24) 


4awdy 
. 3r 


Итак, имеем явные выражения для представления колебательного 
процесса во втором приближении. 

Заметим, что поправочные члены второго приближения весьма малы 

3 

даже при значительном затухании. Так, если взять ва, =, т, е, рас- 

сматривать случай, в котором амплитуда а через один цикл после 

начала колебаний уменьшается в два раза, то сумма амплитуд всех 
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обертонов колебания будет составлять менее 1% от амплитуды главной. 
гармоники, а поправка второго приближения для частоты колебаний 


будет менее 0,25%. 
Сопоставим теперь полученное приближенное решение с точным. 


Уравнение (3,15) может быть проинтегрировано до конца. Действи- 
тельно, полагая при #=0, х=ж > 0, а: =0, находим: 


хо 


\ ах o 
Sa a ee | t. 
V (4+ 2ax) — (а) е 8-ю) 2a 


x 


(3.22) 


Ввиду того, что правая часть является трансцендентной квадратурой, 
искомую функцию х нельзя представить с помощью элементарных функ- 
ций. Однако нетрудно установить уравнение для двух последовательных 
амплитуд, затухающих из-за наличия трения, пропорционального квад- 


рату скорости. Следуя Е. Prasil’to*), имеем: 
(2 + 1) — In (221 - 1) = (2ахн + 1) — In (2ахп- 1), (3.23) 


или в наших обозначениях 
(2aa,)-+ 1) — In (2aa, + 1) = (29а, + 1) — In (29а, - 1), (3.24) 
где а, — начальное значение амплитуды, а,— значение амплитуды по 


истечении одного периода колебания. 
Для того чтобы сравнить результаты, полученные по точной форму- 


ле (3.24) и приближенной (3.19), преобразуем формулу (3.19). Очевидно, 
ее можно представить в следующем виде: 
4 4 20 | 
РИЧИ oa (3.25) 
Подставляя в правую часть значение периода в первом приближении, 
получим следующее соотношение, связывающее между собой две после- 


довательные амплитуды **): 
а о (3.26) 


Приводимая ниже табл. 4 показывает хорошее совпадение последо- 
вательных амплитуд, рассчитанных по точной формуле (3.24) и прибли- 
женной. Для 29а, =1, т. е. в случае, когда амплитуда через полуцикл 
уменьшится до 0,6 своего значения, результаты по формуле (3.26) (ко- 
торая характеризует только первое приближение) отличаются от точных 
результатов по формуле (3.24) только на 1%; для случая же 2аа, = 0,1 — 
на 0,4%. 

Рассмотрим еще ‘один пример, приводящий к уравнению типа 
(3.1): колебания тела, находящег оя под воздействием кулоновского 


трения. 
В этом случае приходим к расемотрению уравнения‘ 


dz : ат 
moe + = — Азща (9%) ; (3.27) 


*) Е. Ргаз!1, Schweiz. Bauz. 52, 334 (1908). 
**) Заметим, что такую же приближенную формулу эмпирически нашел 
А. de Caligny, Recherches sur les oscillations de l’eau, 1 Versailles, р. 20. 
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Таблица 4 
(24а) точ (204) пр (2аа) точ (244) пр (244) точ (2аа) пр 
1,0000 1,0000 0,1570 0,1578 0,0854 0,0856 
0,5936 0,6000, 0,1420 0,1428 0,0808 0,0840 
0,4240 0,4285 0,1298 0,1304 0,0767 0,0769 
0,3304 0,3332 0,1194 0,1200 0,0730 0,0731 
0,2704 0,2726 - 0,1406 0,1144 = 
0,2290 0,2307 0,1030 0,1034 = а 
0,1986 0,1999 0,0964 0,0967 = = 
0,1753 0,1764 0,0906 0,0908 ‘ee = 
где 


ах 
1, если — > 0 
. ах dt ij 
sign (3) a dz (3.28) 


—1, если < 0. 
Сопоставляя и ae 27) с . 1), имеем: 
4х 
a =F 2 98а =). (3.29) 


Следовательно, при а > 0 получаем: 
25 

a \ Е (aw cos $) cospdp = 
> 


ae 


=-А {f cos $ db — мы cos dp } = rae = 


Далее, при а=0 


an 
в \ Е (aw cos $) cosd dp = 0. 
0 


Поэтому согласно (3.5) в первом приближении для мгновенной 
амплитуды можем написать уравнения: 


Е, если a> 0; о 
“ =0, если а=0. | 


Интегрируя уравнение (3.30) при начальных значениях t=0, а=а,, 
находим: 
2A пто 
а Ч при 1554 i 
Ри (3.31) 
а = 0 при t> A Qo. 
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Согласно (3.31) очевидно, что при кулоновском трений колебания 
совершенно затухнут, начиная с момента времени $ =, где 


= TNO 
be a te 


§ 4. Автоколебательные системы 


Рассмотрим еще колебательную систему, описываемую уравнением 
вида 


dx dx 
aa +e = ef (5) = ‚ (4.1) 
которое также является частным случаем уравнения (1.1). 
Заметим, что ранее рассмотренное уравнение (3.1) может быть при- 
ведено к виду (4.1). 
В самом деле, полагая 


dx _ 
uy 


и дифференцируя уравнение (3.1), получаем: 
, 4 
та вуз" (у). 


Сопоставляя уравнение (4.1) с (1.1), имеем: 


(= = )= f(z) =; 


поэтому, для того чтобы воспользоваться формулами (1.21) — (1.28), 
необходимо разложить в ряд Фурье выражение 


f (a соз >) aw sin 9. 


Для упрощения этой операции рассмотрим функцию 


F* (2) = \ f(x) dx (4.2) 

0 

и разложение в ряд Фурье: 

Е* (а с0з$) = У; Р# (а) cosng. (4.3) 

п=0 

Дифференцируя (4.3) по ф, на основании (4.2) получим: 
(а соз ф) аязт 6 = >} опЕЯ (а) sin nd. (4.4) 
: n=0 


Сопоставляя (4.4) с (1.16) и (1.17), находим: 
1 
А, (а) = >; Fi (а), В, (а) =0, (4.5) 


откуда в первом приближении имеем: 


z=acos $, 
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где @ и ф должны удовлетворять уравнениям 


€ 
— 31 (а), 
at м 

a 4 4.6 
dy (4.6) 
dt г 


Для построения второго приближения можем воспользоваться ре- 
зультатами предыдущего параграфа. 

Исходя из выражений (3.2), (3.6), (3.7), (3.8) и (4.4) и учитывая, 
что | 


zs \ f (а cos $) cos bsin ф 4$ =0, 
0 
= \ f (a cos $) cos? ф dp = dee a) ' 
0 
можем написать: 
=acos>+— У, ПИ (4.7) 
n=2 
где а и $ определяются о 
=5 F(a), 
a (4.8) 
a =w-+ eB, (а), 
а B,(a) имеет следующий вид: 
dF* 1 ow mere 
Bula) — gp FO) met = 89 


Сопоставляя полученные приближенные решения с решениями 
уравнения (3.1), найденными в предыдущем параграфе, убеждаемся в их 
полной идентичности. 

Таким образом, система, описываемая уравнением (4.1), также 
является квазиизохронной. 

В качестве примера рассмотрим уравнение Ван-дер-Поля: 


о О, (4.10) 


Сопоставляя (4.10) и (4.1), имеем: 


(2) =1—4?, 
и потому 
Е* (2) 2—5 ; 


после чего находим разложение (4.3) для нашего случая: 


F* (003) (1—9) с08ф — 5 cos 30, 
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согласно которому получим: 


Ра) =в(1—% `), 
Fi(a)=—4, 
F*(a)=0, если п 2 1, п 3. J 


Таким образом, учитывая (4.6), в первом приближении имеем: 


(4.11) 


х=а с03$, (4.12) 
где а и $ должны быть определены из системы уравнений: 
А ( pe! 
4 2 4/’ (4.13) 
aS 
dt i 


Итак, в первом приближении получаем гармоническое колебание, 
обладающее постоянной частотой «=1, амплитуда которого изменяется 
в соответствии с первым дифференциальным уравнением системы (4.13). 
Чтобы найти в явном виде закон зависимости амплитуды колебания от 
времени, необходимо решить это уравнение. Умножая обе его части 
на а, имеем: 


2 2 
чт==(1—9 a (4.14) 
откуда 
2 
ae =edt, 
oe 2 
(1%) 
или 
Ча? da 
4a = =edt, 
что дает 
eee + = (4.19) 
4— ай 4—2 , : 


где а, — начальное значение амплитуды. 
Из (4.15) окончательно паходим: 


а 


И 
Уча ен а? (её — 1) 


Подставив (4.16) в (4.12), имеем выражение для первого приближе- 
ния в явном виде: 


. (4.16) 


fy 
2 


— Qe 
у: +14 (её —1) 


Как видно из (4.17), если начальное значение амплитуды a, равно 
нулю, то амплитуда останется равной нулю для любого #, и мы полу- 


cos (wt + 8). (4.17) 
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чим х=0, т. е. тривиальное решение уравнения Ван-дер-Поля. Это 
тривиальное решение, очевидно, соответствует статическому режиму, 
т. е. отсутствию колебаний в системе. 

Однако, исходя из этой же формулы, нетрудно заключить, что этот 
статический режим неустойчив. Действительно, Kak OH мало ни было 
начальное значение амплитуды, оно все равно будет монотонно возра- 
стать, приближаясь к предельному значению, равному 2. Таким образом, 
поскольку случайные малые толчки практически неизбежны, в рассмат- 
риваемой колебательной системе, находящейся в состоянии покоя, авто- 
матически возбуждаются колебания с нарастающей AMIE ROE, т. е. 
система самовозбуждаетея. 

Из (4.17) также замечаем, что если а,=2, то а=2 ля любых 

>0. Это решение соответствует стационарному (установившемуся) дина- 
мическому режиму: 


х=2со3 (t+ 6). (4.18) 


В отличие от статического динамический режим обладает сильной 
устойчивостью, заключающейся в том, что каково бы ни было значение 
а, 0, малое или большое, все равно a(t)—>2 при #—> oo. 

Иначе говоря, любое колебание при увеличении ¢ приближается 
к стационарному колебанию (4.18). 

Заметим, что только в первом приближении можно представить 
стационарный режим (4. 18) как гармоническое колебание с частотой 
o=1 и амплитудой, равной 2. В действительности же стационарный 
режим не гармонический. 

Перейдем теперь к построению второго приближения. Согласно 
(4.7), (4.8) и (4.11) находим: 


L=acosy— на sin 3$, (4.19) 
где а и ф должны быть определены > уравнений 
a = of 1 a® , Tas (4.20) 
1-й (3—5 
Для стационарных колебаний во втором приближении получим: 
x = 2cos (wt + 0) — -- зщ 3 (wt + 6), (4.21) 
причем 
=1 Г 
и = Е — 16 . 


На рассмотренном нами простом примере колебательной самовоз- 
буждающейся системы, описываемой уравнением Ван-дер-Поля, заме- 
чаем коренное отличие этой системы от колебательных консервативных 
CUCTCM, описываемых уравнением вида (2.1). 

Именно в консервативных колебательных системах, как мы видели 
{ем. стр. 51), возможны колебания c любой постоянной амплитудой, 
в автоколебательных же системах колебания с постоянной амплиту- 
дой возможны лишь при некотором определенном ее значении. Физи- 
чески это ясно из следующего очевидного соображения. Поскольку в 
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консервативной системе нет ни рассеяния, ни источника энергии, TO 
раз возбудившиеся колебания не могут ни возрастать, ни затухать, 
и их амплитуда остается равной ее начальному значению. 

В самовозбуждающихся системах имеется рассеяние энергии и еб 
источник. Поэтому амплитуда колебаний будет возрастать, если коли- 
чество энергии, доставляемой источником, превышает количество энер- 
гии, рассеиваемой диссипативными силами. Наоборот, если количество 
энергии, доставляемой источником, меньше количества рассеиваемой 
энергии, колебания будут затухать. 

Постоянное же значение амплитуда будет сохранять только в том 
случае, когда оба упомянутые количества энергии точно уравновешивают 
друг друга. 

Построим теперь приближенные решения для уравнения Ван-дер- 
Поля, воспользовавшись принципом усреднения. 

Для этого необходимо уравнение (4.10) привести к стандартной 
форме. Это легко сделать, если вместо неизвестной функции х ввести 
две новые функции а и 0 посредством следующих формул замены пере- 
менных: 


д=а соз (Е- 0), (4.22) 
—-= —asin(¢+ 4). (4.23) 
Дифференцируя я 22) и т с (4.23), получаем: 

008 (1+-6)—a > sin (t+ 6) =0. (4.24) 
Дифференцируя и и принимая во внимание (4.22), (4.10), имеем: 
42 sin (t +8) + a % cos (4-0) == — а? cos* (t+-9)] asin (¢ +6). (4.25) 


Разрешив соотношения (4.24), (4.25) относительно производных, 
приходим к системе двух уравнений в стандартной форме: 


ae [1 — а? cos? (¢+)] а sin? (¢+ 9), 
4 (4.26) 


= [1 — а? cos? (#-- 0)] sin (¢ + 0) cos (¢ + 9), 


ИЛИ 


= 5 (1- 1) — 5082 (14-8) 6054 (1+6) |, 
[1—2 ие 0+9}. 


Применяя принциб усреднения, получаем в первом приближении 


(4.27) 


a=a,, §=6,, 


причем 


at say (1-4 НВ а =0, (4.28) 


TaK Kak 


М {cos 2(t-+6)} = М {sin 2(¢-+8)} = М {cos4(¢ + 6)} = M {sin 4(¢+6)}=0 
t t t 
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Как видно, уравнения первого приближения (4.28) совпадают с по- 
лученными выше уравнениями (4.13). 

Улучшенное первое приближение, очевидно, будет: 
га3 
32 
6—0 —* (1-9 cos 2 (t +64) + 1 cos 4 (t-+ 9) 

14 2 1 32 ay 


a = a,—~}sin 2 (t+ 64)+ sin 4 (¢ + 4), 


(4.29) 


Для стационарного режима, как и выше, имеем: 


a(t)—>2 при t>o, 


. 


и, следовательно, для установившегося колебательного режима при 
а, =2 формулы (4.29) улучшенного первого приближения дают: 


а=2—-- 312 (#--0,) +54 (¢+4,), 
: : (4.30) 
§=6,+ 7 cos2(t+6,)-+-g cos 4 (¢ + 4,). 


Подставляя эти значения в (4.22), получим: 
= [2—5 2+ + 
+$sin4(t+4, | cos (+9, + 60s 2 (t+) +3 054 (1-50), (4.34) 


или, пренебрегая членами второго порядка малости, после элементар- 
ных преобразований получаем улучшенное приближение 


2=2 008 (t+ 64) —-- sin 3(¢ +-6,), (4.32) 


которое совпадает с выражением улучшенного приближения, найден- 
ным нами ранее. 

Прежде чем перейти к специальному рассмотрению стационарных 
амплитуд и их устойчивости, рассмотрим еще один классический пример 
автоколебательной системы — колебания часового маятника, возбуждае- 
мого импульсами. 

В этом случае имеем уравнение 
ах ах 
“dt | 

2 


dx dx 

+)A—-—I 
dt® dt 
где %)— значение угла отклонения маятника, при котором на маятник 
посылается импульс J, 8(5) — «несобственная функция», определяемая 
соотношениями: 


J 


ее ee (4.33) 


+0 | 
‘ вы (4.34) 
6(x)=0 при x40. 3 
Чтобы привести уравнение (4.33) к виду (1.1), полагаем 
wo? = 4 | 


ae 
а hd Id dt | y 
ef (=, и tea). (4.35) 
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На основании (4.34) и (4.35) можем написать: 
an | 


on 
2 \ f(acash, —awsin ф) sin ф 4 = т) daw sin® ф db — 
0 0 


2n 
Law 


Eee a {8 (a cosy — xq) PHY sin pay = 


> 


3 
= Neen, _ 100 | 5 (a совф —24) sin® ф dd. 


Пусть ), является корнем уравнения 


а с03Ф = ж, 
лежащим между 0 и > : 
Тогда для a@>2) имеем: 
TT 
2 Фа +0 
\ 8 (@с08$ф — 2.) 112 Ф 4ф = ( 6(a cos) — 2%) sin? фа = 
р: ajo 
~2 
хо-+0 


iru. 1 


(4.36) 


(4.37) 


1 > . singdg: 1 2 
a \ (еп) sing, dx = te 1 48 


хо—0 
Если же а < 2, то, очевидно, 


® 


2 
\ 8 (а cos —z,) sin? ф 4$ =0. 


gk 


2 


Таким образом, на основании (4.36), (1.24) и (1.27) получаем урав- 
чения для определения мгновенной амплитуды в первом приближении 


А 
oe —5та, если а@<д),; 
da A. 1 У x3 st 
= ap uta ba если AYL, 
и совершенно аналогично уравнение для полной фазы 
ay 
ao (а), 
rye 
©, если a< Xy; 
® (а) = Tx 
(а) | OS apes если a> Xp. 


(4.38) 


Из уравнения (4.38) следует, очевидно, что при достаточно малом 


начальном значении амплитуды а, например при 
Os Bes 
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амплитуда a(t) будет убывать: 
a(t)->0 при &-> 0, 


и колебания с течением времени затухнут. 


Данная колебательная система не имеет, следовательно, самовозбу- 
ждения, и статический режим (равновесие) 


a=0 
является устойчивым. 

Однако мы можем поставить вопрос о существовании стационарных 
(установившихся) динамических режимов, соответствующих постоянным, 
не равным нулю значениям амплитуды. Очевидно, что такие значения 
амплитуды а должны удовлетворять уравнению 


— та а tino (4.39) 


так как для стационарных амплитуд a “=0. 


Таким образом, вопрос о существовании стационарных динамических 
режимов связан с вопросом о существовании вещественных положитель- 


ных корней у уравнения стационарных амплитуд (4.39). Рассмотрим это 
уравнение. 


Переписывая его в форме 


1-8 =( 3) a2, 


получим биквадратное уравнение для a: 


“—(=) а? + (=) 20; 


из которого находим два корня: 
-2У-ИКУяС вю 
ео. и) -ч (2). (4.44) 


Корни эти будут вещественны, если 


ВА 
Xo < > . (4.42) 
Если 


то оба корня (4.40) и (4.41) будут комплексными, и поэтому в случае 
(4.43) стационарные динамические режимы невозможны. В этом случае 
единственным возможным стационарным режимом может быть положение 
равновесия а= 0. 

Итак, при выполнении условия (4.43) колебания в рассматриваемой 
колебательной системе поддерживаться не могут. Независимо от своего 
начального значения амплитуда монотонно убывает, стремясь к нулю, 
и колебания со временем затухают. 
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При выполнении условия (4.42), как это следует из (4.38), процесс 
изменения амплитуды будет происходить следующим образом: 
если a(0)<a,, то a(t)->0; 
< 
если a(0)>a,, то a(t)— ay, 
t- © 
причем если а (0) > а, то амплитуда монотонно убывает до значения а, , 
а если а, <а(0) <a), то амплитуда монотонно возрастает, стремясь 
к тому же значению ао. : | 
Итак, если параметры колебательной системы удовлетворяют усло- 
вию (4.42), в системе возможно устойчивое стационарное колебание 
с постоянной амплитудой: 


471% a a РЕ 
a-V (a) +V 4G) -я (У. 
HO для того, чтобы возбудить это колебание, необходимо, чтобы началь- 
ная амплитуда колебаний была больше a,, т. е. необходим достаточно 
сильный начальный толчок, который создал бы’ отклонение маятника, 
превышающее ay. 
Например, если начальные условия при #=0 будут 
ах 


т=0, 


то мы видим, что 


и, следовательно, условие возбуждения колебаний будет 


A> ay. 


$ 5. Стационарные амплитуды и их устойчивость 


В предыдущих параграфах были получены приближенные уравне- 
ния, определяющие закон изменения со временем амплитуды главной 
гармоники колебания. 

Для любого п-го приближения полученное уравнение имеет вид 


a= Ф (a), (5.1) 


где 
Ф (a) =еА, (а)-+ =А, (а) | ... А, (а), 


и потому может быть проинтегрировано в квадратурах. 

Однако, и не производя интегрирования, можно исследовать пове- 
дение решения а=а(# в зависимости от свойств Ф (а), чем сейчас и будем 
заниматься. 

Допустим прежде всего, что не существует положительной воли- 
чины a*, для которой 

Ф (а) > 0 для всех а>а*. 


Условие это, очевидно, необходимо принять и из чисто физических 
соображений. 
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Действительно, если бы такое значение а* существовало, то, взяв 
начальное значение амплитуды большим а*: 


а (0) > а*, 


получили бы в соответствии с уравнением (5.1) неограниченное возра- 
стание амплитуды 


а (|— < при t—->o, 


т. е. неограниченное раскачивание колебаний, что, очевидно, физически 
невозможно. 

Поэтому в дальнейшем всегда будем предполагать; что это усло- 
вие (которое можно назвать условием ограниченности амплитуд) вы- 
полнено. 

Из уравнения (5.1) выводим, что амплитуда увеличивается, когда 
Ф (а) >0, и уменышается, когда Ф (а) < 0. 

Неизменяющиеся, стационарные значения а определяются уравне- 
нием 


Ф(а)=0, (5.2) 


для получения которого необходимо приравнять нулю правую часть 
уравнения (5.1). 

Из уравнения (5.1) видим, что если начальное значение амплитуды 
не стационарно (не удовлетворяет уравнению (5.2)), то с возрастанием 
времени амплитуда a(t), монотонно возрастая (если Ф(а°) >0) или 
убывая (если Ф (а°) < 0), стремится к стационарному значению. 

Итак, всякое нестационарное колебание с течением времени при- 
ближается к стационарному. Нестационарные колебания называются 
обычно неустановившимися колебаниями или колебаниями в переход- 
ном режиме. Факт приближения всякого колебания к стационарному 
выявляет особую роль стационарных колебаний, в особенности для 
высокочастотных колебательных процессов, для которых ввиду малости 
их периода колебаний переходной режим очень быстро приближается 
к стационарному. Поэтому колебания такого рода почти тотчас после 
начала колебательного процесса можно рассматривать практически как 
стационарные. 

Заметим, что существует случай вырождения, когда функция Ф (а) 
тождественно равна нулю. В этом случае переходных режимов нет и BCH- 


кое колебание является стационарным. Этот случай имеет место, например, 
ах ах 

‚ 2) Зависит только от X и не зависит от т. Тогда урав- 

нение (1.1) принимает вид 


когда } (« 


ат 
а), (5.3) 


подробно рассмотренный нами выше. 
Это уравнение можно интерпретировать как уравнение колебаний 
материальной точки, находящейся под действием силы / (x), зависящей 
„ dU 
лишь от положения и потому равной ——, 
где потенциал 


0 = Ра 
0 
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Уравнение (5.3) является уравнением консервативной колебательной 
системы, энергия которой не меняется в течение колебаний. 

Практически, однако, никакая обычная колебательная система не 
является консервативной, и в Ней всегда имеются диссипативные силы, 
вызывающие рассеяние энергии, а также, если речь идет об автоколеба- 
тельной системе, могут находиться и источники энергии. 

Перейдем теперь к вопросу устойчивости стационарных колебаний. 

Допустим, что а, — некоторый корень уравнения (5.2), т. е. постоян- 
ное, стационарное решение уравнения (5.1). Рассмотрим бесконечно близ- 
кие к Gy, ЗИ уравнения (5.1). Полагая 


a=a,+4a, 


для бесконечно малого приращения ба получим (пренебрегаем членами 
высшего порядка малости): 

dia 5 

Е. —= Ф’ (ао) oa, 


что дает: . 
3a = (82),¢® (a0) 1. 


Таким образом, мы видим, что рассматриваемое значение амплитуды 
является устойчивым, т. ©. соответствует устойчивому стационарному 
колебанию, если 


®' (a) < 0, (5.4) 
в противном случае, когда 


D’ (ay) > 0, 


соответствующее стационарное колебание является, очевидно, неустойчи- 
вым. . 

В частности, так как значение а, =0, соответствующее состоянию 
равновесия (статическому режиму), всегда является корнем уравнения 
(5.2) (благодаря формуле (1.33)), неравенство 


’(0)>0 


будет представлять условие самовозбуждения колебаний. 

Записав его в раскрытой форме: 

eA; (0) + =2А, (0)- ... + ="Аи (0) > 0, 

и оставляя в стороне случай, когда функция A, (а) может иметь кратные 
корни, мы видим, что при достаточно малых е (что, впрочем, всегда 
явно или неявно предполагается) вопрос о самовозбуждении решается 
знаком одного члена, именно зА, (0), т. е. так же, как если бы мы 
имели дело с уравнением первого приближения. 

Далее, в соответствии с (5.2) стационарные амплитуды должны удо- 
влетворять уравнению 


А, (а) +2A,(a)+ ... +=" 4A, (а) =0 
Поэтому, оставляя в стороне вышеупомянутые случаи кратных кор- 
ней, можем разложить 4 в ряд по степеням параметра з: 

а = a+ eq) 4 a+... (5.5) 
где a) — корень уравнения А, (а) = о амплитуда в первом 
приближении), 

Ay, (a!) 


а, as 
a Ay (a‘®) ' 
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Так как данный стационарный режим будет устойчивым или не- 
устойчивым, если соответственно 
еА; (а) - =А, (а)... + ="Ая (а) = 0, 
и так как вследствие соотношения 
еА1 (а) + =? А, (а) +... + ="Ал (а) = А, (a) | =?..., 


вытекающего из (5.5), знак его левой части определяется при достаточно 
малом = знаком еА, (а(9)), видим, что вопрос об устойчивости стационар- 


Pra) 1 Ga) 


Рис. 25. `Рис. 26. 


ных колебаний решается при достаточно малых е в зависимости от знака 
2A; (a), т. е. так, как если бы имели дело с уравнением первого при- 
ближения. 

Вообще следует подчеркнуть, что, за исключением некоторых особых 
случаев, уравнения первого приближения приводят к тем же качествен- 
ным результатам, что и уравнения высших приближений. Переход 


Рис. 27. ° Pae. 28. 


к уравнениям высших приближений вводит обычно лишь поправки 
количественного характера, например поправки к величине стационарной 
амплитуды и т. п. 

Заметим, что условие самовозбуждения колебаний не является He- 
обходимым для возможности существования устойчивого стационарного 
режима колебаний. Для этого, очевидно, достаточно, чтобы уравнение 
стационарности (5.2) имело по крайней мере один не равный нулю 
корень, удовлетворяющий условию (5.4). 

Кроме аналитического исследования функции O(a), во многих слу- 
чаях дяя определения характера колебательного процесса удобно рас- 
сматривать графики типа рис. 25 — 28, на которых приведена зависимость 
Ф (а) от а. 

Стационарные амплитуды здесь определяются точками пересечения 
кривой Ф (а) с осью абсециес. Нетрудно убедиться, что точки, в которых 
кривая пересекает ось Оа сверху вниз, соответствуют устойчивым 
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амплитудам колебаний, а точки, в которых кривая пересекает ось Oa 
снизу вверх, дают неустойчивые амплитуды. 

Действительно, в первом случае нарушение стационарной амплитуды 
вызывает такое ее последующее изменение, благодаря которому ампли- 
туда возвращается к своему стационарному значению. Во втором слу- 
чае имеем обратную картину. На рис. 25 —28 стрелками показано на- 
правление изменения а. Рис. 25 соответствует диссипативному случаю, 
рис. 26 — случаю самовозбуждения с одной возможной стационарной 
амплитудой, рис. 27 —случаю самовозбуждения с несколькими возмож- 
ными стационарными амплитудами: а1, аз, а; (колебания с амплитудами 
а, аа, очевидно, неустойчивы). 

Вообще, если функция Ф(а) имеет корень a*, удовлетворяющий 
неравенству ©’ (4*) <0, то возможен стационарный режим колебаний 
© постоянной амплитудой, равной а*. Заметим, что стационарная ампли- 
туда самовозбужденных колебаний (т. е. предел монотонно возрастаю- 
шей амплитуды колебаний, для которых a° было весьма мало) равна 
наименьшей из всех возможных стационарных амплитуд. Этот факт 
становится ясным из того очевидного физического соображения, что 
амплитуда, возраетая, не может перескочить через устойчивый корень 
уравнения Ф (а) =0, т. е. через корень этого уравнения, ' удовлетворя- 
ющий условию Ф’(а) < 0. 

На рис. 28 изображен случай, когда система несамовозбуждена, но 
вместе с тем в ней все же возможны стационарные колебания. В этом 
случае если начальное значение амплитуды 4% меньше @,, то колебания 
затухают, если же оно больше a,, то колебания устанавливаются и в 
пределе превращаются в стационарные колебания с амплитудой а». 

В качестве примера рассмотрим уравнение 


dx 2 3 а) Ч | ae 
ae Е Ort hat + ga + №2 + №24) +o х=0, (5.6) 


встречающееся в теории ламповых генераторов. 

Чтобы обеспечить применимость к этому уравнению полученных 
нами результатов, допустим, что возмущающий член является достаточно 
малым, и положим 


4 4 
— (Ay + dot + Agr? + №23 + Ast) = ef (2, a): 
Тогда получим; 


2m 
\за3® Хаб 


= \ F(a cose, — aw sin 9) sin $ 4% = Мао -- я Е =, 
$ 


и потому на основании (1.27) приходим к следующему уравнению пер- 
вого приближения для амплитуды: 
4а _ ya _ \за3 №25 
dt 2 8 16 ° 
Заметим, что если ^, <0, то правая часть этого уравнения оказывается 
положительной для всех достаточно больших значений а. Таким обра- 
зом, в этом случае колебания с достаточно большой амплитудой неогра- 
ниченно раскачиваются, т. е. a(t)—> co при t—> со, что, очевидно, He- 
возможно по физическим соображениям. 
Допустим поэтому, что ^, > 0. Далее заметим, что условием самовоз- 
уждения будет ^, < 0. Рассматривая случай отсутствия самовозбужде- 
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ния, положим 1, > 0. Решая уравнение 


Ae eis =0, (5.7) 


кроме «статического» решения a=0, находим: 


2, № и Ag? 8 
м МУ (№) м. 
Так как }, >0, A; > 0, то, если №, > 0 или если (№ у <, урав- 


нение (5.7) не имеет положительных решений. График зависимости — da 


OT @ имеет вид, представленный на рис. 25, показывающем, 
бания любой амплитуды являются затухающими. 


Пусть, наоборот, 
hs 2 8hy 
As <0, (№) > at 


тогда имеем два возможных значения для амплитуды стационарных 


ao У, 
VV 


da 
График зависимости — от а в этом случае приведен на рис. 29, Оче- 
видно, что а, соответствует неустойчивым, а а» 

Итак, колебания c на- 
чальной амплитудой, мень- #9а/ 
шей @, будут затухать, а 
колебания с начальной ам- 
плитудой, большей a,, бу- 
дут приближаться к устой- 
чивому стационарному ре- 
жиму. 

Рассмотрим теперь слу- 
чай, когда в колебательной 
системе имеется некоторый Рис. 29. 
параметр p (или группа па- 
раметров), который можно изменять как угодно медленно (адиабати- 
чески). В этом случае правая часть уравнения (5.1) будет зависеть от в 
и может быть представлена в виде Ф (а, в). 

Будем рассматривать изменение параметра, настолько медленное по 
сравнению с эффективной длительностью переходного режима (т. е. по 
сравнению с временем, по истечении которого произвольное колебание 
становится практически стационарным), что для каждого значения p 
в течение этого изменения колебание можно предполагать стационарным. 

Для определенности допустим, что для в, меньших некоторого щ, 


Фо (0, в) < 0, 


что коле- 


— устойчивым колебаниям. 


—=— 
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а для в, больших этого значения, 
Фа (0, в) > 0. 


Будем теперь адиабатически изменять (, увеличивая его, начиная 
с некоторого значения p,, меньшего py. 

Пусть система находилась вначале в равновесии: а=0. Тогда, 
поскольку при p <p, система не самовозбуждена, она и останется в 
равновесии вплоть до достижения параметром p критического значения, 
равного щ. При переходе через это критическое значение появляется 
самовозбуждение, и равновесие становится невозможным, амплитуда a 
от нуля переходит к значению а (2), равному наимёньшему устойчивому 
корню уравнения 


Ф (а, ь) =0. 


Таким образом, зависимость амплитуды от параметра представляется 
в виде 
а=0 для в, 
a=a(p) для p> №. 


Если полученная кривая зависимости а от p непрерывна, TO мы 
будем говорить, что имеем случай мягкого возбуждения. колебаний 
(по отношению к данному параметру). 
В случае мягкого возбуждения при пере- 
ходе через критическое значение p= p, 
в системе начинается генерация колеба- 
ний, амплитуда которых вблизи критиче- 
ского значения постепенно возрастает 
от нуля. 

Если же в точке в=щ имеется раз- 
рыв, то тогда при переходе через критиче- 
ское значение амплитуда перескакивает 
от нулевого значения сразу к значению 

Рис. 30. а (в --0). Этот случай называют случаем 
жесткого возбуждения. 
Пусть, например, правая часть уравнения (5.1) имеет следующий вид: 


(a, в = {$ (а) =} (а, »), (5.8) 


где (a, в) >0 и Ф(а) — некоторая функция a, не зависящая от в. 
В этом случае вопрос о характере возбуждения можно решить 
с помощью следующих графических построений. 
Построим кривую (рис. 30) 


у=Ф (а). 
Тогда стационарные амплитуды определятся точками пересечения этой 
e 1 В 
кривой прямыми вида у=-,-а. 'Устойчивыми будут Te, для которых угол 


наклона прямой больше угла наклона касательной в точке пересечения. 
Таким образом, на рис. 30 имеем случай мягкого возбуждения, так 
как при переходе p через критическое значение, равное 
14 
Po tee 92 (0), 


амплитуда начинает возрастать от нуля. 
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На рис. 31 имеем случай жесткого возбуждения. При переходе через 
критическое значение амплитуда перескакивает от нуля к Qj. 

Рассмотрим детально случай, представленный на рис. 31. Пусть мы 
увеличиваем постепенно параметр » от нуля, уменьшая таким образом 


угол ‘] наклона прямой у=-,@, и пусть система находится вначале 


в состоянии покоя а =0. 
Тогда, очевидно, амнлитуда будет равна нулю вплоть до того 
момента, пока Y не станет меньше €. После перехода через & амплитуда 


Рис. 31. Рис. 32. 


скачком принимает значение а, и затем начинает непрерывно расти. 
Если мы теперь начнем уменьшать » (увеличивать Y), начиная от значения 
1: > то амплитуда будет убывать и, начиная с |=, срывается, при 
этом в системе устанавливается состояние покоя. Отобразив графически 
зависимость а от р в течение такого процесса, получим кривые (рис. 32), 
имеющие характерную гистерезисную петлю. Значение стационарной 
амплитуды зависит не только от значения параметра, но и от того, 
каким образом этот параметр изменялся. 


Рис. 33. Рис. 34. 


Подобного рода явления наблюдаются в некоторых автоколебатель- 
ных системах и называются колебательным гистерезисом или затягива- 
нием; последнее наименование отражает тот факт, что при бесконечно 
медленном, или, как иногда говорят, адиабатическом, изменении парамбтра 
амплитуда стремится как бы затянуть возможно дольше плавное измене- 
ние до тех пор, пока непрерывное изменение приводит к неустойчивым 
амплитудам. 

Гистерезисные петли могут иметь и более сложную форму, чем 
на рис. 32. Так, например, для случая диаграммы рис. 33 при измене- 
нии | имеем зависимость, схематически изображенную на рис. 34. Для 
исследования характера возбуждения колебаний можно воспользоваться 
еще следующим приемом, по существу аналогичным вышеизложенному. 
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Ностроим кривую 


_. ® (а) 
в" 


у (5.9) 


Тогда стационарные амплитуды определятся точками пересечения 
этой кривой прямыми, параллельными оси а: 


1 
| вт (5.10) 
Условие устойчивости 
a® (a, в) 
да <9 


может быть записано в виде 
д {2@) = 
a Ш 
да 


и потому допускает простую геометрическую интерпретацию. Устойчивыми 
будут амплитуды, соответствующие таким точкам пересечения кривой 


<0 (5.44) 


т г 


Рис. 35. Рис. 36. 


(5.9) с прямой (5.10), в которых направление кривой идет сверху вниз 
(рис. 35). 

Сказанное относится к стационарным амплитудам, не равным нулю. 
Кроме этого, всегда существует и стационарная амплитуда, равная нулю. 
Она будет неустойчива, если 


{ee} a = (5.12) 


т. е. если точка пересечения кривой (5.9) с осью а=0 лежит выше 
точки пересечения с этой осью прямой (5.10). В противном случае равно- 
весие устойчиво. 

Как видно, этот последний графический прием удобнее первого, так 
как в этом случае не требуется проводить касательных. В остальном 
рассуждения остаются теми же, что дает нам возможность не детализи- 
ровать их. 

На рис. 36 схематически изображена картина колебательного гистере- 
зиса, соответствующего случаю, изображенному на рис. 35. 

В качестве простейшего примера рассмотрим уравнение электронного 
тенератора (при безразмерном времени): 


ay 4 Г , 
чае НУ № -(М-РОР (Bot V)} р -0. = (5413) 
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Здесь У — переменная слагающая управляющего напряжения, 2, Си А— 
соответственно самоиндукция, емкость и сопротивление колебательного 
контура, М — козффициент взаимной индукции между цепью сетки и коле- 
бательным контуром, Ё, — постоянная слагающая управляющего напряже- 
ния, Р — проницаемость лампы. 

Ввиду того, что при обычном устройстве генератора безразмерное 
выражение 


4 1 i; Е 
Tie tae (MDD (E+ ¥)} (5.14) 
будет величиной порядка 0,01, для построения приближенного решения 
можем воспользоваться ранее выведенными формулами. 

На основании (1.23), (1.24) и (1.27) в первом приближении имеем: 


У =acos(¢+ $), (5.15) 
причем 
2715“ = —4a4(M—DL)F (a), (5.16) 
где 
2" 2 
Е (а)=— ( Е (Е - а cos <) sin? + dt = — \ f(E,+acost)sintd:. (5.17) 
| 6 


Характер возбуждения колебаний, выраженный уравнением (5.16), 
согласно изложенному выше может быть ‘исследован двумя графическими 
приемами: 

1) Путем построения кривой 


у=Е (а), 
так называемой колебательной характеристики лампы. Тогда стационар- 
ные амплитуды определятся точками пересечения этой кривой с прямыми 
У= (M—DL) Е“ 
2) Путем построения кривой 


Е (а) 
У — а 
и’ рассмотрения ее пересечений с прямыми 
L 


Y= (M—DL) R’ 
параллельными оси y= 0. 

Заметим мимоходом, что угловой коэффициент касательной к характе- 
ристике лампы, т. е. Г (Е), именуется обычно в радиотехнике крутизной 
характеристики. 

Ввиду того, что 

2 

1 Г sg $ 

= \ Е (Е - а cos <) sin? + аз =: f’ (Е, а cos 3) 
0 


Е (a) _ 


а 


(059 < 2%), 
Е (a) 


выражение ——^ можно назвать средней крутизной лампы. 


Поэтому первый графический метод иногда называется методом 
колебательной характеристики, второй — методом средней крутизны. 
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(M—DL)R 

В данном примере параметр в =——;——.. 

В настоящем параграфе мы подробно рассмотрели первое уравнение 
системы (1.3), выражающее зависимость амплитуды от времени и тем 
самым характеризующее свойства колебательного процесса с точки зрения 
его амплитуды. 

Что касается второго уравнения системы (1.3), то оно характеризует 
частотные свойства колебаний. 

Согласно этому уравнению мгновенная собственная частота колеба- 

» ds ar es 
ний a равна w(a). Поэтому в случае стационарных колебаний (a), 
являясь постоянной, будет обычной собственной частотой. 

Легко видеть, что собственная частота ® (а), а тем самым и период 


a an 7 
7 = F(a) СТационарных колебаний, зависит от амплитуды. Таким образом, 
вообще говоря, нелинейные колебательные системы не изохронны. 

Как мы видели выше, в некоторых важных частных случаях не- 
линейная колебательная система в первом приближении может быть 


изохронной. 
$ 6. Построение стационарных решений 


В предыдущих параграфах нами приведен метод построения при- 
ближенных решений для уравнений типа (1.1). Построены первые и выс- 
шие приближения для различных частных случаев уравнения (1.1), 
а также произведены расчеты для конкретных примеров. Как мы убеди- 
лись выше, во всех случаях решение нелинейного дифференциального 
уравнения типа (1.1) заменяется решением двух уравнений первого 
порядка, определяющих амплитуду и фазу колебания. 

Таким образом, для того чтобы построить приближенное решение 
с определенной, наперед заданной точностью, нам необходимо составить 
уравнения тина (1.5) и после этого найти из них выражения для ампли- 
туды и фазы как функций времени. 

Для определения приближенных решений, соответствующих устано- 
вившемуся режиму в колебательной системе (стационарным колебаниям), 
необходимо приравнять правую часть уравнения (5.1) нулю, так как 
при стационарном режиме амплитуда постоянна и, следовательно, про- 
изводная от нее равна нулю. Из полученного алгебраического уравнения 
находим стационарные значения амплитуды. Однако для построения 
приближенных решений, соответствующих непосредственно стационарным 
колебаниям, можно указать более простой способ, чем изложенный выше, 

Рассмотрим сначала уравнение консервативной колебательной систе- 
мы (2.1), которое можно записать в виде 

ах 


Sa twa = ef (2), (6.1) 


Согласно результатам $ 2 стационарное решение этого уравнения 
во втором приближении имеет вид: 


z= a cos (wt + $) — = У fn (а) ое | 
n=0 


nao (6.2) 


eo ee 


a 
03, (a) = — 2 +=..., 
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где /„ (а) (п=0, 1, 2, ...)— коэффициенты Фурье в разложении 


f(a соз $) -> i, (а) cos nv, | 
2% { (6.3) 
fy (a)=— \ f(a 034) cos nya, | 
0 


а и ф— постоянные интегрирования, определяющиеся начальными значе- 
ниями. 


Исходя из выражений (6.2), естественно для получения высших 
приближений, соответствующих стационарному режиму, воспользоваться 
следующим приемом. 


Предоставим решение уравнения (6.1) в виде == (9-3), где 
2 (wt + 9) — периодическая функция wt+9 с периодом 2. 

Заметим, ч10 х=2(%ё-$) будет удовлетворять уравнению (6.1) 
только тогда, когда z(wt-+y) удовлетворяет уравнению 


о? ge о =ef (2). (6.4) 


Решение уравнения (6.4) z=z(b), b=ot+, a также выражение 
для частоты колебания ® естественно искать в виде разложений 


2 = У =, (¥) (6.5) 
w= > ean, (6.6) 


коэффициенты которых определим, подставив (6.5) и (6.6) в (6.4) и при- 
равняв коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра ® 


my 


причем потребуем, чтобы z,(>) были периодическими функциями ф 
с периодом 2т. 


Произведя подстановку, получаем следующие уравнения: 


} 
ay ag + wZ, = 0, 
d*z 422 
ми ae +o вн = f (%) — Oy a , 
42 dz 4?2 6.7 
о a + 422. = Г (20) 2, — “о ит ма ’ ( ) 
425 425 4251 4225 
dy Gye to's =] (2) Za (29) 21 as dye Oe ay? ay ? | 
Se ele be Coy WBE ae ra Me ee eh a ree ca iy ee es Be a Se Re eee } 
Определяя из первых N+1 уравнений системы (6.7) функции 
2%, 21, Za, +++, ZN, а также величины Oy, 91, Ge, ..., AN, можем соста- 
вить выражение 
м 
w= Qi 2%, (ot +9), (6.8) 
n— 


где 
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которое будет удовлетворять уравнению (6.1) с точностью до величин 
порядка малости «N+! и, следовательно, может рассматриваться как 
N + 1-е приближение решения уравнения (6.1), соответствующее стацио- 
нарным колебаниям. Определение функций 2,({--$) и величин 
а, (п=0, 1, 2, ...) из уравнений (6.7) может быть произведено, вообще 
говоря, неоднозначно. Для того чтобы эти величины были определены 
однозначно, необходимо наложить некоторые дополнительные условия. 

Потребуем, чтобы 2, ($) (п=1, 2, 3, ...) не имели в своем составе 
основной гармоники аргумента >. Из первого уравнения (6.7) находим: 


20 ($) =2с03$, Oy = 0. (6.9) 


Подставляя i во второе уравнение системы (6.7), имеем: 
42 а 
(ая +2 1)= f (а cos) +a,a cosh | (6.10) 


или, учитывая (6.3), 


08 (+2, ) = Х fa (@) сов и + (на +, (@)) cos. (6.11) 


а 2 
ы n=0 
n#i 
Принимая во внимание требование периодичности функции 2, ($), 
приравниваем в правой части уравнения (6.11) нулю коэффициент при 
первой гармонике аргумента $. В результате получаем уравнение для 


определения в: 
aa + f, (а) =0, 


откуда находим: 
— Л (а) ) 


a= a 


Подставляя найденное значение а, в правую часть уравнения (6.11), 


имеем; 


aay р 


at ta = > fn (а) cos nd, (6.12) 
у НЕ 
откуда находим для 2, ($) Е выражение: 


=> У т осень ая (6.13} 
ery 


При этом как выражение (6.13), так и выражение для a, совиадают 
с выражениями, найденными согласно общему методу. 

Продолжая изложенный процесс, можем последовательно определить 
все функции Z,, 2., 2., ... И величины 4, Gy, ds, ... до сколь угодно 
большого значения индекса и тем самым построить приближенные реше- 
ния, удовлетворяющие рассматриваемому уравнению (6.1} с точностью 
до любой степени <. 

В качестве примера определим стационарное решение в третьем 
улучшенном приближении (с точностью до величин порядка малости =3 
включительно) для колебательной системы, описываемой уравнением вида 


oF аа 0. (6.14) 
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Для определения функций 2, 2,, 2, 2, и величин a), 4,, dy, ty 
на основании (6.7) получаем уравнения: 


4220. 


дя +25 =0, 
d?z 4225 
My dye +h = —2—ay aye , 
i р | (6.15} 
а, Tt + 24 = — ЗА, — —o И а. Heat 
о dy? 2 071 2 а? “ay , 
4223 422 423 42 
0 Tye Pf Bg == — 3202 — 32,2 — a dye Oy ae Oy dy : 
Из первого уравнения находим: 
20 ($) =а cosy, Oy = 1. (6.16) 
После этого второе уравнение можно записать в виде 
4? 2 
“it +41 = — 4300834 + 4,0 608$, (6.17) 
или 
425 3 3 ‘ 
ая tam — + cos 3) + (ча да?) cos $, (6.18) 
откуда имеем: 
3 
ee 
(6.19) 


2, ($) = "ay COS 3b. 


Подставляя (6.16) и ac: в третье уравнение системы (6.15), 
получаем: 


а? Заз 27 

a -- 22 = — cos” ф cos 3 + 55 4? cos 3$ + aga Cos >, (6.20) 
или 

4? 21 

“age + =1р81° Cos 3h — 5g 008 5$ + (aya — fos ) 08% (6.21) 
откуда находим: 

pts Заз 
7.428. 
ml (6.22) 
2: ($) = — 1024 2° 008 3b -- пр я cos ob, 


После этого последнее уравнение системы (6.15) может быть записано 
в виде: 


че ta Мы = 
— 3 775 605? 3} а cos} + ааа cos $+ ae ce cos 3b — 
21 (а 59 cos 36 — 10425 00854), ( (6.23) 
или 
a +t = cos 3$ + дива" cos 56 — 


3 и 57 > 
— 508 7 008 79 + (450+ 086 a’ ) cos, (6.24) 
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из которого находим: 
вает ae 
3— — 7096 @ 


6.25) 
1059, 477 я ( 
25 ($) = даа” 008 3$ — эрдя.эд @' COS 5$ зв 27 Cos 7$. 
Takum’ образом, принимая во внимание (6.8), (6.19), (6.22) и (6.25), 
получаем приближенное стационарное решение уравнения (6.14) с точ- 
ностью до величин порядка малости =3 включительно в виде. 


— 3 9 2s 
=a cos (wt-+-¢) +245 [1-255 a? +. 2 ] cos 3 (ot +-9) + 


р 177 За? = 
+ =2 т [13а | ee ee +49), (6.26) 


где а и ф— произвольные постоянные, а частота колебаний ® опре- 
деляется выражением 


3 57 
2 = 1-7 вай + белой — 77 eta’, (6.27) 


Перейдем теперь к построению приближенных решений для стацио- 
нарных колебаний в неконсервативных системах. Для этого рассмотрим 
уравнение вида (1.1) 

42% 


ад = ef (2, =). | (6.28) 


Стационарное решение (улучшенное первое приближение) этого урав- 
нения согласно $ 2 может быть записано в виде 


1. +h 
д =acosh+ goa) aes у £n (а) cos nt hn (a) sin ny (6.29) 
me 
где g,(@) u_h,y(a) (n=0, 2, 3, ...) определяются согласно формулам 
(1.29), Ф=0(а)1- $, аа ио(а) должны быть найдены из следующих 
выражений: 
А =0, . 
в (6.30) 
о (а) =ю- eB, (а), 


А, (а) и В, (а) определяются согласно формулам (1.27). 

Для случая консервативных колебательных систем, как мы уже 
убедились, 4, (а) тождественно равно нулю, и поэтому выражение для 
приближенного стационарного ИИА (6.29) зависит от двух произволь- 
ных постоянных а и $. 

Рассмотрим теперь случай, когда А, (а) не обращается тождественно 
в нуль ни в каком интервале значений а. Предположим также, что функция 
А, (а) имеет лишь простые корни. В этом случае каждому корню A, (а) 
соответствует некоторое стационарное состояние, причем выражение (6.29) 
для этого стационарного состояния зависит лишь от одной произвольной 
постоянной, а именно от 9. 

Приступая к изложению формальной методики построения стацио- 
нарных решений уравнения (1.1), воспользуемся в основном способом, 
примененным выше для консервативных колебательных систем. 

Решение уравнения (6.28), соответствующее стационарным колеба- 
ниям, представим в виде 


= (6 --$), (6.31) 
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где ф — произвольная постоянная, ‹ — частота колебания, д ($) — периоди- 
ческая функция ф с периодом 2м. 
Как и выше, функция 2($) должна удовлетворять уравнению 


— ет Ч: = ef (2, oy ! (6.32) 
Будем искать функцию z()) и частоту колебаний w в виде разложений 
2($) = > een (4), 
р (6.33) 
o= У =", 
n=0 


где 2, ($) — периодические функции $ с периодом 2z. 


Подставляя значения 2($) ио (6.33) в уравнение (6.32) и приравни- 
вая коэффициенты при одинаковых степенях з, получим следующую систе- 
му уравнений: 


2 
w2 aa + w?z, = 0, 
d*z dz 423 
дя Oe =] (=, ®o dy ) 2 yy а ; 
d®z , 420- й .34 
«8 дя Ро, = fe (=, wo Ge + te (3 о Ty ogy 05 


dz dz а 4? 4? 
ВАР о о , о 1 о 
+ ЗЕ 9-7 )w ay — 20a дя — 2090 —} — 0} Se 


Решаем первое из этих уравнений, полагая 
2% =@ 05$, w=, (6.35) 


где а — некоторая, пока не определенная постоянная. 
Нодоставив значения 2 ($) и ®, (6.35) в правую часть второго урав- 
нения системы (6.34) и учитывая (1.16), имеем 


w? (= + 2, ) = Хе, (а) созпф Ей, (а) sin nb] + 25а cos >. (6.36) 
n= 


Чтобы это уравнение имело относительно Z, ($) периодическое реше- 
нис (т. с. чтобы в выражении для 2. ($) не появилось секулярных чло- 
нов), необходимо приравнять нулю коэффициенты при основной гармо- 
нике, входящей в правую часть (6.36). 

Приравнивая, получаем уравнения 


h,, (а) = A, (а) =0, 
_ _ 81 (а) (6.37) 
1— 2aw ” 


определяющие а и w,. После этого уравнение (6.36) примет вид 


| ath) =e (2) + У [én (а) cos no+h, (а) sin ng]. — (6.38) 


n=2 
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Решая его, находим: 


2 (ф)=а, cos p+ 20 4 к урна, (o) cos nb + fin (a) sin mY (6.39) 


где а, — произвольная постоянная, которая должна быть определена 
из условия периодичности 2, ($). 

Покажем, как определяется a,. Для этого выражение для 2, ($) 
представим в виде 


2, (ф) =a, созф-ри (а, 4), (6.40) 
где 
и (а, $) = Bo ie) > Bn (a) cos ahs (a) sin ny 


является известной периодической функцией >. 
Подставляя значение 2, ($) (6.40) в третье уравнение системы (6.34), 
получим: 
«2 (| oi +») =}: (ас03ф, — ао зт $) a,cos $ — 
—fz(acos >, — aw sind) ayo sin > + 20а, cos p+ 
+ 2ww,acosd+u(b), (6.41) 


где 
о ($) =}: (ас08ф, —aw sinb)u+ fz (4608$, — aw sin yo a+ 
+fz(acos, —awsind)w,asinp+w2acosg. (6.42) 


Наплишем разложение для 9(1) в ряд Фурье: 
5 ($) = У [v, (а) cos nb+ в, (а) sin nd]. (6.43) 
n=0 


Кроме того, имеем: 
fz(acos$, — aw sin $) с0зф — fz (а cos, — аюзт ф) озтф = 


= >) [24 (а) соз пф -- и (а) т иф], (6.44) 
n=0 
и поэтому уравнение (6.41) можно записать в виде 


о? at +m) =a, м [gn (a) cos nb + h, (а) sin nd] + 
n=0 


+ 20 (wa, + Wea) cos b + р [v, (2) cos nb + w, (а) sin nd]. (6.45) 


Для того чтобы 2,()) являлось периодической функцией, необходимо 
в правой части уравнения (6.45) приравнять нулю коэффициенты при 


sing и 003$. Получаем: 
ай» (а) = — w, (а), | (6.46) 


4,81 (а) + № (wa, +24) = — о, (а). 
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Первое из этих уравнений определяет a,: 
@, (а) 7 
a= — 7 6.47 
1 hi (а) , ( ) 
‘причем hj (а) = А; (а) #0, так как мы предположили, что функция A, (а) 
имеет только простые корни. 
Из второго уравнения находим ®о: 


ЕЕ 1 [= (а) +448; (а) ола, | ы (6.48) 


а 20 


После этого уравнение (6.45) можем записать в виде 


oo (Spb + ae) = (0 (a) + 4486 (@)) + Хе, (2) + ag (a) 008 nb + 
+ (и, (a) + ай» (2)) sin nd}. (6.49) 
Решением этого уравнения будет: 
2 (ф) = аз COS ф ++ (0 (а) + 4486 (а)) +e У (о, (@) + 2184 (а)) COS п + 


+ (W, (а) + ай, (а)) sin nd} — р (6.50) 


где а, — неопределенная постоянная, которую определяем из условия 
периодичности функции 2. ($) и т. д. Продолжая изложенный процесс, 
можем построить приближенные решения для стационарного режима 
< любой наперед заданной степенью точности. Например, во втором при- 
ближении согласно (6.31), (6.39) и (6.37) имеем: 


= (a+ <a) cos (wt + $) + зто (а) + 


+ a у Bn (a) cosn iste) he (а) sin n (wt +¢) | (6.51) 
n=2 
где 
оо) р (6.52) 


а амплитуда должна быть определена из уравнения 
h, (а) = 0. (6.53) 
Сравнивая полученное выражение для x (6.51) с ранее найденным 
выражением для стационарного режима (6.29), замечаем, что единствен- 
ное отличие этих двух решений состоит в TOM, что амилитуда первой 
гармоники в (6.29) равна а, где а— корень первого уравнения (6.30), 
а в формуле (6.51) амплитуда первой гармоники равна а--за,. Однако 
такое расхождение полностыо совпадает с нашим замечанием по этому 
поводу, приведенным в $ |. 


$ 7. Эквивалентная линеаризация нелинейных колебательных систем 


Как указывалось выше, уравнения первого приближения в боль- 
шинстве случаев приводят к тем ‘же качественным результатам, что и 
уравнения высших приближений. 

Ввиду этого, а также ввиду сложности вычислений, с которыми, как 
правило, сопряжены операции с уравнениями высших приближений, 
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обычно целесообразно отраничиваться рассмотрением лишь уравнений 
первого приближения. 

Эти уравнения допускают весьма простую физическую интерпре- 
тацию и могут быть образованы даже без предварительного соста- 
вления исходного точного дифференциального уравнения, например ти- 
па (1.1). 

В настоящем параграфе мы займемся вопросом интерпретации урав- 
нений первого приближения. 

Для этого напишем основное дифференциальное уравнение колеба- 
тельной системы в виде 


moe фир (в, 42), (7.1) 


где т и А положительны. 
Как было установлено, решение уравнения (7.1) в первом прибли- 
жении может быть представлено в виде 


х=ас03$, (7.2) 


причем амплитуда а и полная фаза $ должны удовлетворять уравне- 
ниям: 


Qe 
и —==— | асов, — av sin $) sin $ dd, а 
a? =o, (a), 
где | 
и, 
Qn 
we (а) = в? — a (f(a cos’, —awsin 6) cos bdb. 


0 


Напомним, что первое приближение (7.2) является основной гармо- 
никой приближенного решения (1.4), ‘удовлетворяющего исходному 
уравнению (7.1) с точностью до величин порядка малости =”, а ампли- 
туда а является согласно нашим допущениям полной амплитудой основ- 
ной гармоники. 

Заметив это, введем в рассмотрение функции амплитуды А, (а) и 
^, (а), определяемые следующим образом: 


2% 
А, (a) ==> | /(@008ф, — aw sin $) sin ddd, | 

ve ‚ (1.4) 
hk, (а) = :k—— \ (асов, —awsin)cos db. | 


0 


Тогда уравнения первого приближения (7.3) могут быть написаны 
в виде 


da _ _ hela) | 
dt 2m 2 
ay he (a) я 


woos (а), ве (a) Saar eal 
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Продифференцируем теперь выражение (7.2) для первого приближе- 
ния. Приняв во внимание (7.5), имеем: 


а — aw, (a) зтф— № @ 


а cos $. (7.6) 


dt 
Дифференцируя (7.6) еще раз, убеждаемся, что 
а2х he ( (a) : he (a) 
an = — awe (а) cos ) +—2— aw, (a) sin b + km? @ 603$ + 
he (a) do, (a) de (а) а _ de (а) 
Top ag a aa og Oe 
ke (a) he (а) dx №8 (а) 
тт ae m dt 8 Zan 
he ave е 
a mee eee sing + ae Ga Smet (1-7) 


После этого на основании в. можем записать (7.7) в виде 
2 
m 224, (а) +k, (a) 2 =0 (2), (7.8) 


где О (=?) - величина порядка малости =*. 

Таким образом, видим, что рассматриваемое первое приближение 
(7.2) с точностью до величин порядка малости =? удовлетворяет линей- 
ному дифференциальному уравнению вида 


m= +h, (a) 2 +h, (а) 2 =0. (7.9) 


Итак, в первом приближении колебания исследуемой нелинейной 
колебательной системы эквивалентны (с точностью до величин порядка 
малости =, т. е. с точностью до величин, отбрасываемых при самом 
составлении уравнений первого приближения (7.3)) колебаниям некоторой 
о колебательной системы, обладающей коэффициентом затухания 

^, (а) и коэффициентом упругости А, (а). 

Ввиду этого будем называть о. (а) эквивалентным коэффициентом 
затухания, k, (а) — эквивалентным коэффициентом упругости, самоё же 
линейную колебательную систему, описываемую уравнением (7.9), назовем 
эквивалентной системой. 

Сравнивая уравнение (7.9) с уравнением (7.1), видим, что уравнение 
(7.9) получается из (7.1) путем замены нелинейного члена 


P=«f(2, -) (7.10) 


ыы = [к (a) 2+), (a) 3 |, (7.14) 


линейным 


где ky (а) = k, (а) a. 


Заметим далее, что выражение 
=^ ©. а) 


представляет собой декремент о эквивалентной линейной систе- 


мы, а 
We (а) = /® (a) 
Mm 


— собственную частоту колебаний этой системы. 
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Мы видим, следовательно, что уравнения первого приближения (7.5) 
могут быть формально образованы следующим образом. 
Линеаризируем рассматриваемую колебательную систему, заменяя 


в основном уравнении (7.1) нелинейную силу (7.10) линейной (7.11), 
в которой | 


h, (а) = = se еЬ —aw sin $) 31 ddd, 
6 
“ae 


| 
| 
(7.12) 


ky (a) = \ f(a cos, —awsin $) cos ddb. 


CL sy 


Для полученной эквивалентной линейной системы с массой т, коэф- 
фициентом затухания ^, (а) и коэффициентом упругости k, (а) = ВА, (а) 
обычным путем находим декремент затухания 8, (а) и частоту собетвен- 


ных колебаний ®, (а), отбрасывая при этом величины второго порядка 
малости. 


Тогда получаем: 
5, (а) =, (ад. (7.13) 


Образовав выражения для декремента затухания и частоты, пряме- 
ним общеизвестные для линейных колебательных систем формулы 


da dy 
ra = — a, a! (7.14) 


выявляющие тот факт, что декремент затухания есть логарифмическая 
производная амплитуды, взятая с обратным знаком, и что частота ® 
есть угловая скорость вращения полной фазы колебания. 

Если мы в уравнения (7.14) подставим значения 6 и ® по формулам 
(7.13) и (7.4), то получим равенства, совпадающие с ранее выведенными 
нами уравнениями первого приближения (7.3). 

Изложенный формальный метод образования уравнений первого 
приближения будем называть методом линеаризации. 

При пользовании этим методом возникает вопрос, почему с физи- 
ческой точки зрения при линеаризации, точнее говоря, при замене нели- 
пейной силы (7.10) эквивалентной линейной силой (7.11), коэффициенты 
№, (а) и ^,(а) должны принимать именно те значения, которые даются 
формулами (7.12), а не какие-либо иные. Ввиду этого необходимо решить 
вопрос о физической интерпретации для этих формул. 

Покажем прежде всего, что соответствующие (7.12) значения эквива- 
лентного коэффициента затухания получим, приняв, что средние (за 
период колебания) мощности, развиваемые реальной (7.10) и эквивалент- 
ной (7.11) силами, равны. При этом, приравнивая выражения для обеих 
мощностей, следует пренебречь величинами порядка малости з?, так как 
уравнения первого приближения точны лишь до величин именно этого 
порядка малости. 

Так как работа, совершаемая силой А, (а) х, пропорциональной пере- 
мещению, за период колебания равна нулю,-то, приравнивая друг другу 
мощности, развиваемые силами (7.10) и (7.11), получаем: 


Е \ t(«, a < dt = —, (a) ( (G)a, (7.45) 
0 9 
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где Г— период колебания. Из (7.15) следует также, что }, (а) должно 
быть величиной первого порядка малости. 


Но с точностью до величин порядка малости = мы можем положить 
. 2n 
в течение интервала времени порядка 5“ 


=a cos (wt+4), oo — aw sin (wt +9), (7.16) 


где a и % постоянны в течение этого интервала. В таком же приближе- 
нии ® будет частотой колебаний, а 7 == — периодом. 

Подставив в обе части формулы (7.15) выражения (7.16), а также 
Т ait, имеем с точностью до величин второго порядка малости (так как 


в обеих частях (7.15) есть множители, являющиеся величинами первого 
порядка, именно е и A, (а)): 


2 
— aw \ [а сов (wt+-9), — ао sin (wt + 3)] asin (ot +4) dt = 
0 


= —^\ (a) \ а? sin® (wi + $) dt = —2, (а) a?xw (7.17) 


> 


или 
an 


^, (а) поа? = га \ [(а сов ф, — ав эт $) sin ф dd. 
0 


Vimeem, следовательно, как раз то значение коэффициента », (а), 
рое определяется по формулам (7.12). 

Чтобы получить аналогичную интерпретацию и для другого коэф- 
фициента, для А, (а), воспользуемся принятым в электротехнике понятием 
реактивной мощности. 

Напомним, чтб называется реактивной мощностью. 

Пусть по некоторому проводнику АВ протекает переменный ток #(1) 
и Ё (1) есть разность напряжений между концами A и В этого проводника. 

Тогда активной мощностью Р., отдаваемой или поглощаемой (в зави- 
симости от знака) в рассматриваемом проводнике, называют величину 


работы, совершенной за период колебания 7, разделенную на величину 7’, 
т. е. 


KOTO- 


T 
Р. = \ # (i (eae. (7.18) 
0 


Как видно, понятие активной мощности полностью соответствует 
обычному понятию средней механической мощности; будучи связано 
с понятием работы или энергии, оно имеет вполне реальное физическое 
значение. | 

В электротехнике, однако, общепринято вводить в рассмотрение, 
кроме имеющего непосредственное физическое значение понятия активной 
мощности, еще и несколько искуственное понятие реактивной мощности. 
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Реактивной мощностью называют величину 
Р т 
Р,=(Е() "(04 = (7.19) 
Г] 


где функция # (1) представляет ток одинаковой формы с током #({), но 
отстающий по фазе относительно последнего на 90°, иначе говоря: 


Р=К:-+). | (1.20) 


Ввиду очевидной и прямой аналогии между колебаниями механи- 
ческими и электрическими представляется целесообразным использовать 
понятие реактивной мощности и для механических колебаний. 

Допустим, например, что имеется некоторое тело, находящееся под 
воздействием какой-либо силы F(t) и совершающее периодические коле- 
бания. 

Пусть 7 будет периодом колебания, х (1) — перемещением тела. Tak 
как активной мощности в данном случае соответствует средняя механи- 
ческая мощность 

T 
г ( F\(t) 2’ (t) dt, (7.24) 
$ 


то, рассуждая по аналогии с предыдущим, естественно называть реак- 
тивной мощностью выражение вида 


= у. (t) 2’ (1-7) dt. (7.22) 
0 


Приняв это определение и вернувшись к вопросу об интерпретации 
значения (7.12) для эквивалентного коэффициента К, (а), покажем, что 
именно это значение мы получим, если предварительно постулируем 
равенство реактивных мощностей (опять-таки с точностью до величин 
порядка малости =), развиваемых реальной и эквивалентной силами. 
В самом деле, приравнивая друг другу выражения для обеих реактив- 
ных мощностей, имеем: 


==. фе x’ (1 т’ Cra = 


T 
a -т\ [А (a) 2 (0-3, (а) =’ (01 a’ (1—4-)4. — (1.29) 


Так как ^, (а) есть величина первого порядка малости, то очевидно, 
что К, (а) будет того же порядка малости относительно е. 

Поэтому, подставляя в выражение для реактивных мощностей фор- 
мулы: 


__ any, 
ae ae? 


z=acos(ot+9), “= — ао за (+8), Т 


точные до величин первого порядка малости, имеем с требуемой точ- 
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ностью: 


а 


T on 
т =, 2 Ola’ (2-1) =F \ F(a cos, —aw sin $) cos 4 dp, 
i 0 


> 


T 
ею (Ре = ®,, 
0 


откуда на основании (7.23) получим: 
2n 


k, (a) = —— \ ila cos, —awsin $) cos $d, 


па 
0 
т. е. то же самое выражение, что и по формуле (7.12). 
Итак, резюмируя вышесказанное, видим, что при применении метода 
линеаризации параметры (эквивалентные коэффициенты) | эквивалентной 
линейной силы 


4. 
И [16 (a) 2-+2, (a) = | (7.24) 
заменяющей нелинейную: 
Е =+/ (2, =) (7.25) 


могут быть определены приравниванием друг другу выражений активных 
и реактивных мощностей, развиваемых силами (7.24) и (7.25) при гар- 
монических колебаниях: 


xz=acos(wt-+ 3), 


где w — частота в «нулевом» приближении. 
Этот способ определения эквивалентных коэффициентов назовем 
принципом мощности или принципом энергетического баланса. 
Приведем еще один, более простой прием определения эквивалент- 
ных коэффициентов. 


dz 
Для этого подставим значения хи — согласно формулам (7.16) 


dt 
в выражения (7.24) и (7.25). 
Для гармонического колебания (7.16) линейная эквивалентная си- 
ла F, также будет гармонической функцией времени © частотой ®. Обо- 
значая амплитуду и фазу РЁ, соответственно через J, и ф,, имеем: 


Е. = Л. cos (wt + 9). (7.26) 


Нелинейная сила будет, вообще говоря, периодической функцией 
времени, состоящей из различных гармоник с частотами вида nw, где 
n=1, 2, ... 

Допустим, что 


J cos (wt + Ф) (7.27) 


является ее основной гармоникой. Тогда, приравнивая амплитуды 
и фазы 


J.=J. %=% 
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эквивалентной силы (7.26) и основной гармоники нелинейной силы 
(7.27), получаем два уравнения, которые дают для параметров К, (a) 
и A, (а) как раз те значения, что и формулы (7.12). 

В самом деле, в раскрытом виде при гармоническом колебании 
эквивалентная линейная сила будет: 


— К, (а) а cos (wt -- 3) +o, (а) a sin (wt + 9), (7.28) 
а основная гармоника нелинейной силы: 
27 
{= ( f(acosd, — аюзт 9) cosd ay} cos (wt + 4) -- 
0 
25 


-е {= ) f(acos), —awsin 9) sin do } sin (wt +9). (7.29) 


Приравнивая друг другу обе гармоники (7.28) и (7.29), получим 
(практически проще приравнивать не амплитуды и фазы, а соответственно 
коэффициенты при синусах и косинусах в выражениях первых гармоник): 


2к 
ав, (а) = \ f(acosb, —awsin $) созфаф, | 
. (1.30) 


an 
od, (a)a=— \ f(acos}, — воз $) sing dy, | 

3 J 
откуда для №, (а) и A, (a) получаем Te же самые значения, что и по 
формулам (7.12). 

Этот последний прием будем называть принципом гармонического 
баланса. 

Нетрудно установить, что принципы энергетического и гармониче- 
ского баланса по существу вполне эквивалентны. Для этого необходимо 
заметить, что выражения мощностей 

Т Т 
+ \ F(t) x’ (t)dt, т) Р(0 =’ (1 —1 ) 4, 
6 0 


« В 7 an “ 
развиваемых некоторой периодической (‹ периодом T=%) силой F(Z) 


при гармонических колебаниях 
= а 60$ (9 $), 


зависят лишь от основной гармоники F (2). 

Таким образом, если основные гармоники (гармоники с частотой w) 
данных сил равны, то мощности, развиваемые ими при гармонических 
колебаниях (частоты w), также равны, и наоборот. 

Этим обстоятельством и обусловлена существенная эквивалентность 
‘обоих вышеизложенных способов определения параметров эквивалентной 
линейной системы в методе линеаризации (принципа гармонического 
баланса и принципа энергетического баланса). 

Заметим теперь, что нет никакой необходимости сначала составлять 
дифференциальное уравнение колебаний и лишь затем линеаризовать 
входящие в него нелинейные выражения. 

Во многих случаях, особенно для более или менее сложных коле- 
бательных систем, может представиться, наоборот, более удобным до 
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составления дифференциального уравнения, исходя непосредственно из 
рассмотрения схемы колебательной системы, заменить в ней нелинейные 
элементы эквивалентными линейными (например, при помощи принципа 
гармонического баланса), а затем находить выражения для частоты ©, (а) 
и декремента 0,(а), исходя из общеизвестных классических формул 
теории линейных колебаний. 

Основным условием допустимости такого рода метода эквивалент- 
ной линеаризации является, очевидно, приближенная гармоничность 
колебаний. 

В качестве примера рассмотрим тело массы т, подвешенное на 
пружине и совершающее приближенно гармонические колеба- 
ния (рис. 37). Пусть зависимость между упругой силой пружи- 
ны Ри растяжением ее х нелинейна и выражается следую- 


7 
щим соотношением: 
Е=}(х). (7.31) 
Тогда для гармонических колебаний | 
1 =ас0$ (wt + 6) 
Ir. 


основная гармоника силы упругости будет: 
2n 


\ f(a cos¢) cos ody. pasa 


cos (wt + 4) 


п 


Пользуясь изложенным выше принципом гармонического баланса, 
можно заменить реальную нелинейную пружину эквивалентной линей- 
ной с коэффициентом упругости 

7 Qn : 
Ё, (a) == \ f (а cos 9) cos 9 dg, (7.32) 
6 


па 


после чего согласно известным формулам находим частоту линеаризиро- 


ванной системы 
w, (a) = ys (7.33) 


6 Если рассматриваемую колебательную систему, состоя- 
щую из тела массы т и нелинейной пружины, подвесить 

на линейной пружине с коэффициентом упругости с (рис. 38), 

то, предполагая, что колебания будут приближенно гар- 
моническими (с достаточно велико), получим согласно 

принципу гармонического баланса для частоты колебаний 

7 следующую формулу: 
Рис. 38. в. (a)= == (а) ; (7.34) 


m 


Хх 


или с точностью до величин первого порядка малости 


x= (1 +54). (7.35) 


Предположим теперь, что наша колебательная система иснытывает 
при своих колебаниях некоторое слабое амортизирующее воздействие 
нелинейного типа и зависящее только от скорости: 


Ф-Ф(%). (7.36) 
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Тогда, предполагая, что колебания по форме будут оставаться близ- 
кими к гармоническим, для основной гармоники амортизирующей силы 
получим выражение 


2m 
sin (wt +9) ( @(—aw sing) sin gag. 


Ha основании принципа гармонического баланса эту реальную силу 
можно заменить эквивалентной линейной амортизирующей силой 


Ф, =, (0) Fe, 


где коэффициент трения выражается следующей формулой: 


2 
(а) = a \ Ф ( — awsing)singdg, (7.37) 
` 


после чего согласно известным формулам находим выражение для де- 
кремента затухания 


Eg р 
ПИТ 5, ()=^®. (7.38) 


Заметим, что наличие трения при при- 
нятой нами степени точности не окажет 
влияния на частоту колебаний, так как 


Ae (а) \2 7 
a является величиной второго поряд- 
ст 
ка малости. 
Рис. 39. В качестве второго примера расемот- 


рим электронный генератор, составленный 
согласно схеме, ‘приведенной на рис. 39. Пусть сопротивление R, 
включенное последовательно, достаточно мало и, следовательно, ко- 
лебательный контур, помещенный в этой схеме в цепи сетки, является 
слабозатухающим. 
Обозначая ток в колебательном контуре i, имеем: 


di, p-, 1; di 
Lat Ri+¢g \ide= Ма, (7.39) 


где {, —анодный TOK, зависящий от управляющего напряжения Ё (при 
отсутствии сеточного тока): 


i, =f (£). (7.40) 

Управляющее напряжение в электронном генераторе слагается из 

постоянного напряжения EL, и переменного управляющего напряжения ев, 
индуцируемого колебательным контуром. 


Таким образом, зависимость анодного тока от переменной слагаю- 
щей управляющего напряжения будет: 


a=f(£,+e). (7.41) 


Если е изменяется по закону 
e=acos (wt -! 8), 
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то основная гармоника анодного тока будет: 
2% : 
сов) ( (Е +4 cos 9) cos pda, 


и поэтому на основании принципа гармонического баланса можем заме 
нить нелинейную зависимость (7.41) эквивалентной линейной 


i,=Se, (7.42) 

где параметр 5 — «средняя крутизна характеристики лампы» — имеет вид 
an 

5 (a) = — =) (Е, +4 cos 9) cos фаз, (7.43) 


После этого ‘уравнения (7.39) можно представить в виде 
di .~p- 1 : de 
ав t+] \ide= Ms GZ. (7.44) 
С другой стороны, исходя из схемы рис. 39, можно написать: 
ee - di dig» 
e=q \ idt+D( MIL, 5). 


В случае, если проницаемость лампы очень мала, т. е. D близко 
к нулю, можно принять: 


=> \ idt. (7.45) 
Подставляя (7.45) в уравнение (7.44), получаем: 
42 
Ся Е (ВС — MS) f+ e=0, 


откуда согласно обычным формулам находим выражения для собствен- 
ной частоты и декремента затухания: 


1 


& = ——, у 
ee | ((7.46) 
5 RC—MS (a) 
о) 


На этих простых примерах нами показан способ применения метода 
линеаризации непосредственно к самой схеме данной колебательной 
системы. При этом очевидно, что нелинейные элементы системы линеа- 
ризуются независимо от прочих параметров системы, роль которых при 
линеаризации сводится лишь к обеспечению приближенной гармонич- 
ности колебаний. 

Подчеркнем еще раз тот факт, что эквивалентные линейные эле- 
менты существенно отличаются от истинных линейных тем, что их па- 
раметры — эквивалентные коэффициенты — являются не постоянными, 
а некоторыми определенными функциями амплитуды колебания. 

Преимущество метода эквивалентной линеаризации при эффективном 
построении уравнений первого приближения особенно выясняется в слу- 
чае сложных колебательных систем, для которых даже самое образова- 
ние основных дифференциальных уравнений колебательного процесса, 
не говоря уже об операциях над ними, может представить затруднения. 


104 КОЛЕБАНИЯ В СИСТЕМАХ, БЛИЗКИХ К ЛИНЕЙНЫМ ira. 1 


В качестве применения метода эквивалентной линеаризации к систе- 
мам со многими степенями свободы *) рассмотрим колебательный контур, 
который схематически изображен на рис. 40 и состоит из линейной части 

с комплексным сопротивлением Z (iw) и нелиней- 
ного элемента с характеристикой напряжение — 


ток: 
Г = (Г). 
Тогда соответствующее дифференциальное урав- 
ri) нение будет: 
Рис. 40. Zpl=f(D), p=. (7.47) 


Предположим, что парамотры системы таковы, 
что в ней возбуждаются периодические колебания, близкие к гармо- 
ническим: ` 

I = acos(wt+ $). (7.48) 
Тогда можем воспользоваться методом эквивалентной линеаризации и 
заменить в первом приближении нелинейный элемент линейным с ха- 


рактеристикой 
V=SI, 


a 2 
5 (а) = \ f (а cos $) cos ddd. 
д 


Для стационарных колебаний найдем тогда уравнение вида 
2 (iw) = 5 (а), 


откуда, разделяя вещественную и мнимую части комплексного сопро- 


тивления 
Z (iw) = X(w) + iY (), 


X(w) =5 (а), | 
Y (w) =0. 


Одно из полученных уравнений служит для определения частоты, 
другое — для определения амплитуды колебания. 

Метод эквивалентной линеаризации можно уточнить таким образом, 
чтобы получить не только уравнения первого, но и высших прибли- 
жений. 

Построим уравнения второго приближения. Для этого уточним 
формулу (7.48), включив в нее высшие гармоники и постоянный член. 

В первом приближении напряжение на нелинейном элементе будет: 


У =} (а 033), %=o0t+9. (7.50) 


Разложив это выражение в ряд Фурье, получим: 


V= > f, (a) cos ns, 
(nZ20) 


получим: 
(7.49) 


*) Подобные методы могут быть применены для исследования систем более 
общего типа; см., например, Е. Il. Нопов, О малом параметре в методе гармони- 
ческой линеаризации, Известия АН СССР, Отд. техн. наук, № 1 (1955). 
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где, как и обычно: 
on 


(== \ f(a 00$ 9) 48, 
0 


р (а) = = Г f (a cos 5) cos nb @$. 


Заметим теперь, что гармоническая слагающая нанряжения 


[+ (а) Cos (nwt +nb) (n=0, 2, 3, ...) 


вызывает в линейном элементе TOK 
| 271 (р) fy (a) сз (nwt +- п). 
Введем абсолютное значение и фазу комплексного сопротивления 
2(:2) =В (9) е*@. 
Тогда 


#1 (р) fn (а) COS (nwt + nd) = i cos (nwt + nb — $ (nw)). 


Таким образом, уточненный вариант формулы (7.48) будет: 


1 = ас05$ + > Be cos (n} — $ (nw)). (7.51) 
(n=0, 2, 3, ...) 


Отсюда, между прочим, сразу вытекает критерий применимости изла- 
гаемого метода. Нам необходимо, чтобы член ас05% был основным, 
а остальные лишь поправочными. Поэтому для применимости метода 
требуется, чтобы 


555+ 


fn (a) 
R (no 


Воспользуемся выражением (7.51) для уточнения формулы (7.50). 
Имеем: 


«а (n=0, 2, 3, ...). 


© 


V=f(acos} + &), 
где 


sve 


> ac cos (n} — < (п), 
(n=0, 2,3, ...) 


но так как § должно быть мало по сравнению с первым членом, TO на- 
пряжение Г будет: 
V =f (acos )-+ &/’ (a соз3). 


Разложив ae полученное выражение в ряд Фурье, находим: 


Г = ха sin (@ ) cos nd + 
Е ( >, [®,, (а) cos nd +G, (a) sinnd]+ ®, (a)}, (7.52) 


где сумма в фигурных скобках дает разложение в ряд Фурье функции 
Ef’ (асоз3). 
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Нас особо будут интересовать значения Ф, (4) и (С, (а). Приведем 
поэтому соответствующие формулы: 
2% 
Ф, (а) => ( Ef’ (acos 9) cos dd, 
5 


2% 
G,(a)= + \ tf’ (а cos) sin 3 48, 
0 


Рассматривая опять стационарные колебания, приравняем первую 
гармонику напряжения из разложения (7.52) первой гармонике напря- 
жения на линейном элементе: 


2 (iw) а cos (wt +) = В (®) а cos (ot + $--Ф (®)), 
после чего находим: 
1, (а) cos (wt + $) + Ф, (а) cos (ai +2) С, (а) sin (wt +) = 
= Rw) a cos (wt +4 + 9(0)), 

откуда получаем уточненные уравнения гармонического баланса: 

R(w) а созф (в) =f, (а) +Ф, (а), 

Rw) азтф (w) = — С, (а), 
или 

Х (©) _ Л (а) о (а) | 


7.53) 
_ _ С, (а) ( 
У(®)=—= 
Упростим теперь выражения для Ф, (4) и (С, (а). Имеем: 
on 
®, (a) = a =) f' (acos 9) cos $ cos (п — 9 (mw)) dd = ` 
an б 
Sth! fs) 
=> № Е т cos ф (7%), 
(n#1) 
2% 
a)= У Hien 4 \ f (acos $) sin $ sin (n} — 9 (m)) dd = 
#1) 0 
2 
о Hack cos 9 (nw) = \ Г (acos $) sin} sin n dd. 
nfl) 0 
Но 
an 


2n а 
< \ f’ (а соз $) sin $ зщ nd 4$ = -= \ Sf (esos) 
0 


0 


sin n} 4$ = 


ак 


2" 
=—^ \ f (а cos 3) cos ni dd =", 
0 
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= пя, (a) 
G, (a) = № ak (по) 608? (7%). 
(п>2) 


Таким образом, уточненные‘ уравнения гармонического баланса 
для стационарных колебаний будут: 


aff, (а) } 
1 а 
Х (w) =A@ т м aR (may 503$ (по), 
(r=0, 2, Bye) ; (7.54) 
У()= — У © 08$ (то). | 
(n>2) 


Сравнивая их с уравнениями первого приближения (7.49), видим, 
что здесь уже отражено влияние обертонов колебаний. Полученными 
формулами (7.54) можно также воспользоваться для более детального 
выяснения пределов применимости уравнений первого приближения. 

Отметим еще, что приведенные результаты можно было бы полу- 
чить и методом асимптотических разложений. Для этого целесообразно 
представить основное уравнение колебательного процесса (7.47), напри- 


мер, в форме 
{(p? +9) Q (р) +25 (p)} Г = ef (1). (7.55) 


$ 8. Нелинейные колебательные системы 
с медленно меняющимися параметрами 


Рассмотрим теперь нелинейную колебательную систему, у которой 
некоторые параметры, например масса системы, жесткость, коэффициент 
трения и др., медленно изменяются со временем («медленно» по отно- 
шению к естественной единице времени — периоду собственных коле- 
баний). В этом случае мы приходим к рассмотрению следующего нели- 
нейного дифференциального уравнения с медленно меняющимися коэф- 
фициентами: 


Ч [#9 | + ==У (2,4), (8.1) 


в котором, как и ранее, =— малый положительный параметр, + = ef — 
«медленное» время. , 

Построение приближенных решений уравнения (8.1) не вызывает 
дополнительных принципиальных затруднений и может быть осуще- 
ствлено с помощью изложенного нами вьише асимптотического метода. 
Отметим, что для построения асимитотических рядов необходимо, чтобы 


коэффициенты уравнения (8.1) т (x), A(t), а также f(s, x =) имели 


достаточное число производных по 7% для всех конечных значений +, 
кроме того, для любых + на интервале O<+t<JL (только на этом интер- 


L S 
вале времени (6, =) мы будем рассматривать колебательный процесс, 


описываемый дифференциальным уравнением (8.1)) A(t) #0, т (<) «0 
и положительны. 

Совершенно очевидно, что если в коэффициентах уравнения (8.1) счи- 
тать t некоторым постоянным параметром, TO мы получаем уравнение, 
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рассмотренное нами в $ 1, для которого построены асимптотические 
формулы, учитывающие все те дополнительные явления, которые воз- 
никают в колебательной системе из-за нелинейного возмущения. При 
c=et, T. е. если в исследуемой нелинейной колебательной системе 
некоторые параметры будут изменяться со временем, хотя и медленно, 
естественно ожидать еще некоторых дополнительных изменений в ре- 
шении, не наблюдаемых в колебательных системах с ностоянной массой. 
жесткостью и т. д. Такими дополнительными явлениями будут, напри- 
мер, зависимость «собственной» частоты ст «медленного» времени и др. 

Учитывая все это, естественно искать общее решение уравнения. 
8.1) в виде разложения: 


=acos > + eu, (<, а, b) -|- =и; (х, а, b) + x is (8.2) 


в котором и, (т, а, $), и» (<, а, $),... являются периодическими функ- 
циями угла > с периодом 2т, а величины а и $ как функции времени 
определяются уже следующими дифференциальными уравнениями: 


ча ед, (т, а) Е =, (ч, a) +... 


ab (8.3) 
ap = (3) + eB, (т, а) + =? В. (<, a)+..., 


h(a $ 
где .(9=У © “5, — «собственная» частота рассматривасмой колебатель- 
ной системы. Таким образом, как и в $ 1, задача построения асимпто- 
тических приближенных решений уравнения (8.1) сводится к определе- 


нию выражений для функций 
(оо а даа Ay (6) @), oy By (а) В. (в, а)... (84) 


и последующему интегрированию системы уравнений (8.3), определяю- 
щей амплитуду и полную фазу колебания. 

Как и в $1, для однозначного определения функций, стоящих 
в правых частях уравнений (8.3), необходимо наложить дополнительные 
условия на функции u,(t, а, >), и. (с, а, $),... В качестве таких усло- 
вий принимаем опять-таки условия (1.8), которые должны в данном 
случае выполняться для любых + на интервале O<t<L. После сде- 
ланных предварительных замечаний приступим к определению функций 
(8.4). Для этого дифференцируем правую часть выражения (8.2) с уче- 
том уравнений (8.3) и. нодставляем в уравнение (8.1), правую часть 
которого раскладываем в ряд Тейлора. Приравнивая после этого коэф- 
фициенты при одинаковых степенях в, получаем следующие уравнения: 


т (5) [уе to? Фи ] = holt а, $) + 2т (д (2) Ay sin} + 
9 азшф, (8.5) 
+2m (=) (5) В, cos 6 + —@ —иъш ф, 0.9) 
т (5) [5-4 (9, | = 
д 1 1 с 1 
= (а, + т (3) | 20 (2) аВ,—5 2 A, на 2490 25] cos + 


+т (9) [ 20 (5) 4+ 24,B, + А, а ae abi ]sing, (8.6) 


< т (5) 
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где введены обозначения: 
fo(t, 4, 9) =f (2, а cos, —aosin$), (8.7) 
fy (t, а, $) =} (с, acosd, — @ю эт $) и, -- 
+ | (3, асозф, —аю зщ) [A cos) —aB, sing + Geo (<) | — 
—т (9 [25.5 wile) +2 28 Ayo (2) 25% 0 (2) В, 


Ou, dw(t) ди, ® (<) dm (cz) 
Top wht By ma) Be ]. 


(8.8) 


Далее, из уравнения (8.5), учитывая условия отсутствия первой гармо- 
ники в функции u(t, а, >), находим: 


и; (t, а, 


Е а ЦС, фе" do. (8.9) 


т 


Но условие отсутствия первой гармоники в (8.9) даст нам следующие 
выражения для А, (<, а) и В, (3, а): 


GING 2 a d [т (з) в (3)] 
А, (т, а)= ~~ 2m (1) © (=) dt = | 


4 м ; 
~~ 2em (9) о (5) ) fo (=, а, фа, $ (8.10) 


В, (т, a) = === \ fo (с, а, $) созф 4$. 


Таким образом, в первом приближении асимптотическое решение урав- 
нения (8.1) следует искать в форме 


1=4605ф, (8.11) 
где а и ф должны быть определены из уравнений первого приближения: 
аа _ ea а [т (<) ® (s)] ) 

аа —- 2m (2) w (x) dz cat 
2n 
Ев} hl a, ») sing db, \ (8.12) 
2m 


ео (7) бе | fol а, $) cos pdy. | 
J 


Заметим, что по аналотии с $7 уравнения первого приближения 
(8.12) можно записать в виде: 


da га а [т (5) ® (3)] А 
i= те в 4, Фа, 
- (8.13) 


ae =, (т, а), 


где 6, (т, а) и ,(t,@) являются соответственно эквивалентным декро- 
ментом затухания и эквивалентной частотой, причем они отличаются 
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от приведенных в $ 7 аналогичных выражений только наличием «мед- 
ленного» времени и определяются выражениями: 
an 


ТТТ \ р, (<, а, $) sin b dd, 


on 


| 
‹ (8.14) 
we (<, а) =? (*) — == | Бо (5, а, ф) соз фаф. 


Для построения второго приближения необходимо найти из условия 
отсутствия первой гармоники в функции и. (t, а, $) выражения для A, (7, a) 
и В, (x, а). 

Исходя из а (8.6), имеем: 


a aap [a a Bt A, +a Bt + 24,8, tats Е: ‚|- 


] 
отв} a; ф) sin ddd, | 
В 


j (8.15) 


aA dm (т) 
2% (t) а [= A, +8 = —aBi +5 dt А, | - 


B, (<, а) = 


~ same aeTe | Deseo aie 


и следовательно, асимптотическое решение уравнения (8.1) во втором 
приближении будет: 


Z=acosh-+eu, (t, а, $), (8.16) 


где аи ф должны быть определены из уравнений второго приближения: 


=. = eA, (т, а) =?А, (3, а), 
(8.17) 


a =w (t) =В, (<, а) + = В, (<, а). 


Здесь A,(t, а) и В, (‹, а) определяются выражениями (8.10), А, (<, а} 
и В. (<, а) — выражениями (8.15), а и, (з, а, $) —согласно формуле (8.9). 
Заметим, что во всех полученных формулах при интегрировании по $ 
ечитаем а и Tt постоянными параметрами. 

Сопоставляя полученные выражения для первого и второго прибли- 
жения с результатами § 1, убеждаемся, что общая схема построения 
решений для случая колебательной системы, описываемой уравнением 
(8.1), будет такая же, как и в случае системы, рассматривавшейся в $ 1. 
Полученные нами уравнения первого приближения отличаются от урав- 
нений (1.24) наличием «медленного» времени и дополнительного слагае- 
мого — 

ва 4 [т (zt)  ()] 
~~ 2m (®) (3) dt | 


Таким образом, в первом приближении медленная изменяемость. 
массы и коэффициента упругости, кроме нарушения гармоничности 
колебаний, вводит дополнительные «силы трения», знак которых будет 
зависеть от того, каким образом изменяются параметры исследуемой 
колебательной системы. 
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Остановимся еще на следующем обстоятельстве. При построении 
асимитотических приближенных решений мы сводим интегрирование 
одного уравнения второго порядка (8.1) к интегрированию двух урав- 
нений первого порядка (8.12) или (8.17), которые во многих случаях 
не могут быть проинтегрированы в элементарных функциях, и поэтому 
их решения приходится искать при помощи численных методов. 

Используя численные методы, можно было бы проинтегрировать 
непосредственно уравнение (8.1), однако это сложная задача, требую- 
щая чрезвычайно много времени и в большинстве случаев трудно выпол- 
нимая в связи с возможностью накопления большой систематической 
‘ошибки. Численное же интегрирование уравнений первого (или второго) 
приближения не представляет затруднений ввиду того, что в этих урав- 
нениях переменными являются амплитуда и фаза, а не сама осцилли- 
рующая функция x. Для получения полной картины процесса здесь 
достаточно вычислить небольшое количество точек, расположенных 
на сравнительно «гладкой» кривой, что существенно упрощает числен- 
ное интегрирование, в то время как при интегрировании непосредственно 
уравнения (8.1) нам пришлось бы находить не огибающую, а непосред- 
ственно синусоиду. 

Заметим, что для составления как Уравнений первого приближе- 
ния (8.12), так и второго приближения (8.17) нет необходимости поль- 
зоваться формулами (8.10) или (8.15). Мы можем для составления этих 
уравнений, так же как и в случае уравнения (1.1), воспользоваться 
непосредственно уравнениями гармонического баланса, которые в HamemM 
случае имеют вид 


an 


\ {5 [тд G]+e@e2- 


—ef (+, 2: ее cosh dp =0, 
Qn 


* (8.18) 
а ах 
\ [2 [#65 | +8) 2— 
0 
—=/ (2 a) sin b dd =0. 
2 dt x=a соз ф+... J 
ах ах 
Подетавляя в цодынтегральные выражения значения х, т , тт ; 


найденные из (8.2) с точностью до величин первого порядка малости, 

с учетом, разумеется, того, что а и $ф являются функциями времени, 

удовлетворяющими уравнениям (8.3), и производя интегрирование, 

получим для A,(t, а) и В, (з, а) выражения (8.10). Учитывая при под- 
2 

становке 2, г з on также величины, пропорциональные =?, получим 

для А, (т, а) и В. (<, a) выражения (8.15). 

Заметим, что при вычислении интегралов (8.18) <, как и а, счи- 
таем некоторым постоянным параметром и интегрирование ведем толь- 
ко по ф. 

Рассмотрим еще некоторые частные случаи уравнения (8.1), для 
которых уравнения первого приближения (8.12) принимают совсем про- 


стую .форму. 
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Допустим, что в исследуемой колебательной системе отсутствует 
трение, и уравнение, описывающее движение, имеет следующий вид: 


d 
< [т (5) = 2] Fels) z=ef(s, 2). (8.19) 
В этом случае уравнениями первого приближения будут: 
аа _ =а 4 [т (<) о (з)] 
@& Эт (t) w (x) dz : 
2m 

d В (8.20) 
т = 4) (<) — Зет ee | ty (<, а, ф) cos odd. 


Система уравнений (8.20) может быть проинтегрирована до конца. Дей- 
ствительно, из первого уравнения находим: 
= 40 
Se a? 
[mm (5) w (=) 
где а, — начальное значение амплитуды при {=0. Подставляя найден- 
ное значение амплитуды во второе уравнение системы (8.20), получим: 
t 
b= ( w, (2) dt, (8.22) 
0! 


(8.21) 


где 
; 27 
= fee ne Е £22 Bo. = 
д sea ike Ji = Damp’? ) 894. (8.23) 


Таким образом, в первом приближении колебания, описываемые 
уравнением (8.19), будут «синусоидальными» с амплитудой, обратно 
пропорциональной Ут (5) о (<), и фазой, изменяющейся согласно фор- 
муле (8.22). 

В качестве второго частного случая рассмотрим систему с медленно 
меняющейся массой m(t), находящуюся под воздействием линейной 
упругой силы А(5)х с медленно меняющимся коэффициентом упругости 
и нелинейного трения, зависящего от скорости и «медленного» времени. 
Колебания этой системы описываются уравнением 


Вы ные). an 


В этом случае уравнения первого приближения принимают следующий 
вид: 


da в 4т об) Е mow 
dt 2т (<) в (*) dz 2xm (т) о (5) ) Io ( oe ») ae ao (8.25) 
dv 


ео (2). 


Из второго уравнения сразу находим закон изменения полной фазы 
колебания 


1 
b= \ w (5) dts (8.26) 
0 
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‚Из системы (8.25) следует, что частота колебания, описываемого 
уравнением (8.24), в первом приближении не зависит от амплитуды, а 
зависит только от характера медленного изменения коэффициентов m (<) 
и А (<). 

В качестве примера рассмотрим колебания математического маят- 
ника постоянной массы (в случае переменной массы дополнительных 
затруднений не возникает) при наличии малого затухания, пропорцио- 
нального первой степени скорости, и медленного изменения длины. 
К подобной схеме приводятся многочисленные задачи практики. Обозна- 
чая 0 угол отклонения маятника от вертикального положения, & — уско- 
pee силы тяжести, т массу маятника, [= 1(*) — медленно изменяю- 
щуюся длину, 2п — коэффициент трения, получим дифференциальное 
уравнение 


rd р 
a | "(9 Se 7 | 2 [2 (<) 6] -+ mgd (<) sin 0 =0. (8.27) 
Для небольших отклонений мы можем зш@ заменить первыми двумя 


членами разложения в степенной ряд, после чего уравнение (8.27) 
можно записать следующим образом: 


Е 
Gi | me) | +mel (59 0=е/(<,6,9), (8.28) 
в котором 
1 (<) 1 
i(s, а 68—20 qa 2m ne 6. (8.29) 


В нервом приближении согласно (8.11) и for 12) имеем: 
9 = а созф, (8.30) 


me au должны, быть спределены из системы уравнений первого при- 
ближения: 


da _ па Sel’ (7) 

dt т) 4i(t) ” oe 
dy - © (5) a? (8.31) 
Bee OO ag 


rye ( ут Иа 


ie a первое‘ уравнение системы (8.31) при начальных значе- 
ниях 1=0, а= а,, получаем выражение для а: 


t | 
= wy 1 8 р . 
т (0) \ 84 
б Get iy ae (8.32) 


Подставляя это значение а во второе уравнение системы (8.31), 
найдем: | 


(-) 1 (0) i 
ф= (os) (1 ~ naan CAC dt. (8.33) 
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Формулы (8.32) и (8.33) nator возможность построить график зависимости 
амплитуды и Фазы от времени при медленном изменении длины маят- 


ника по произвольному закону. 
Если в этих формулах положить /=const, то получим: 


^ 


а=ае 2 ‚ (8 34) 
= ag (2 М1) у 
=e (« ее 
2n 
где A= mi’ Ф-— начальное значение фазы. 
Последние формулы совпадают с ранее найденными выражениями 


(2.44). 


Допустим теперь, что длина маятника изменяется по линейному 
закону J(t)=/,--1,t; & — значение длины при 2=0, =/, — скорость изме- 
нения длины маятника (для малого интервала времени всегда можно 
предположить © достаточной степенью точности, что длина изменяется 
по линейному закону). В этом случае для амплитуды и фазы имеем 


выражения: 


3 n 
a =a rae a (8.35) 
С ea 


Согласно формуле (8.35) амплитуда колебаний при медленном изме- 
нении длины маятника будет изменяться не но экспоненциальному за- 
кону, как при обычном линейном трении, а обратно пропорционально 
некоторой степенной функции времени. При этом очевидно, что при 


n= 0-4 > 08 j= <1, а также при п>0и 4 >0 колебания за» 


тЫ Е 
тухают. 
Таким образом, медленное увеличение длины маятника, как и сле- 
довало ожидать, способствует затуханию колебаний. Если [< 0, п>0 


ий = T Ta при |” = бывает 
Ги: | < 4, 7° амплитуда возрастает, а при lpm Е , 


При д <Обипс<0 амплитуда возрастает. При отсутствии затухания 
(п =0) амплитуда колебаний возрастает G уменьшением длины и убы- 


вает с увеличением длины. 
Аналогичный анализ может быть проведен и для частоты колеба- 


ний. Так, например, при отсутствии затухания мгновенная частота 
уменьшается при увеличении длины маятника и увеличивается при 


уменьшении длины. 
Подечитаем для данного примера колебаний маятника с медленно 


меняющейся длиной второе приближение. 
Согласно формулам (8.16), (8.9) им (8.17) после ряда выкладок 


имеем: 


6 =acos$— 4 cos 3$, (8.37) 


где а и ф должны быть определены из системы уравнений второго 
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приближения: 
=? (= г. = +26 {amt ¢ (8.38) 
HE EO eet ЗЫ 


которые тоже могут быть проинтегрированы до конца. Tak, из первого 
уравнения системы (8.38) получаем следующее соотношение между a и tz 


t 
п с dt 3} 
rn АЯ 
Ува Viera ° Gc (8.39) 


после чего можем проинтегрировать также и второе уравнение системы 


(8.38). 


р ГЛАВА И 
`МЕТОД ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ 


$'9.”Траектории на. фазовой плоскости; Особые точки 


Излагавшиеся ранее асимптотические методы ограничены в ‘своем 
применении требованием наличия в уравнении малого параметра. Однако 
во многих случаях нам приходится ‘иметь дело с уравнениями более 
общего типа, к которым эти методы неприменимы. 

Если уравнения, описывающие движение исследуемой динамической 
системы, могут быть приведены к виду 


a7 = Р(е. у), "= 0(а, У), (9.1) 


то для них можно применить качественные методы исследования. К урав- 
нениям типа (9.1) сводятся все те уравнения, которые были рассмотрены 
ранее. Кроме того, как увидим далее, при исследовании колебательных 
систем слабо нелинейных, но находящихся под воздействием внешних 
периодических сил в качестве уравнений первого приближения получим 
также уравнения типа (9.1). 

Для качественного исследования решений уравнений (9.1) целесо- 
образно рассматривать х, у как координаты точки на плоскости. Эта 
плоскость, как известно, называется фазовой плоскостью, а точка 4, у— 
фазовой точкой. Движение х=х(, y=y(t) совершается по некоторой 
линии, которая называется фазовой траекторией. Построение фазовой 
траектории для данной системы означает построение кривой, выражаю- 
щей для заданного движения зависимость скорости от смещения. | 

Фазовая плоскость с имеющимися на ней фазовыми траекториями 
дает возможность сразу увидеть всю совокупность движений, могущих 
возникнуть в рассматриваемой динамической системе. 

Для построения фазовых траекторий необходимо найти решение си- 
стемы уравнений (9.1) c= x(t), y=y (¢). представляющее собой уравнение 
фазовой траектории в параметрической форме, либо найти характеристики, 
т. е. интегральные кривые уравнения 

dy = Q(z, у) (9 2) 
dx Р(®, у)’ : 


дающие непосредственно зависимость между ZU у. 
Остановимся сначала на простейших случаях. 
Рассмотрим уравнение линейного вибратора: 


Е ko = 0. (9.3) 
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Полагая 


приводим уравнение (9.3) ‘к виду 


(9.4) 
a Y '. 


’` Предположим, что ‘трение невелико, т: ech? <, "К >'0; тогда реше- 
ние системы (9.4) н— B виде 


z= ae" cos (в --а), ь 
ys --абе-" sin-(w,t-+a-+ $), (9.5) 
где wi=kh—h?, t= arctg: и —, а и а произвольные постоянные, опреде- 


ляющиеся начальными, pnavoninicn. 
Выражения (9.5) представляют собой уравнения фазовой _трае 
в параметрической форме. `При их помощи не представляет = 
проанализировать характер движения фазовой точки на фазовой ИИ: 
Заметим, что система (9. 4). определяет: в каждой точке, фазовой т ило- 
скости единственную касательную к интегральной кривой, за исключе- 
нием точки 2=0, у=0. Наклон касательной определятся выражением 


Чу _ —2hy—kx (9.6) 


dz y 


`В rouré c=0, y=0 направление касательной становится “Heonpese-" 
ленным. Такие точки носят -вазвание критических или особых‘ точек. 
Для простейших особых точек (особых 
точек первого порядка, или элементар-. 
ных точек) через ‘особую точку либо 
не проходит ни одной, либо прохо- 
дит больше чем одна интегральная 
кривая. 

Допустим сначала, что й=0. 
Тогда решения (9:5) принимают’. вид, 


z=acos (wt+a), 


y = —aw sin (wt +a). ей 


Рис. 41. 


На фазовой плоскости получаем семейство подобных эЭллипсов 
(рис. 41), причем через каждую точку фазовой плоскости проходит только 
один эллиис, соответствующий определенным начальным условиям. 

Исключая из выражений (9.7) время f, я уравнение семей- 
ства эллипсов в виде й ‘ 

xz 

аа =1, (9.8) 
которое мы могли бы также получить, интегрируя непосредственно урав- 
нение (9.6) при h=0. 

Через начало координат не проходит ни одной интегральной кри- 
вой. Такая особая точка, вблизи которой интегральные кривые замк- 
нуты и охватывают особую точку, называется центром. 
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Так как в данном случае все фазовые траектории являются замк- 
нутыми кривыми, эллипсами (за исключением траектории, выродившейся 
в точку х=0, у=0), то движение будет периодическим. 

; Особой точке х=0, y=O0 соответствует состояние равновесия в pac- 
сматриваемой колебательной системе. 

Совершенно ясно, что и в общем случае уравнений (9.1) состояниям 
равновесия системы соответствуют на фазовой плоскости точки, для ко- 


торых одновременно a7 0, ov =0, т. е. особые точки уравнений (9.2). 


Периодическим же движениям, происходящим в системе, на фазовой 


J 


плоскости соответствуют замкнутые фазо- 
вые траектории уравнения (9.2). 

В дальнейшем нам придется пользо- 
ваться понятием устойчивости состояния 
равновесия. 

Приведем здесь только определение, 
не вдаваясь в детали. Состояние равно- 
весия является устойчивым, если при 
любой заданной области допустимых от- 
клонений от состояния равновесия (об- 

2  ласть 1) мы можем указать область о (1), 

окружающую состояние равновесия и об- 

Рис. 42. ладающую тем свойством, что ни одно 

движение, начинающееся внутри (ny), 

никогда не покинет области м (рис. 42). 

Аналитически это определение устойчивости может быть выражено 

следующим образом: состояние равновесия х = Xp, 9 = Yo называется устой- 

чивым, если для любого наперед заданного, сколь угодно малого 7 можно 
найти такое 6 (1), что если для t=t, 


[2 (to) —т|<5(1), | ¥ (toe) — Yo! < 8 (9), 
то и для любых &, таких, UTOL,<t<o, 
[2(0—ж|<т, |y(t)—Yo| <n. 


To 


Нетрудно видеть, что состояние равновесия типа центра является 
устойчивым состоянием равновесия. 

Пусть теперь #_> 0, что соответствует затухающему колебательному 
процессу. В этом случае получаем согласно выражению (9.5) на фазовой 
плоскости семейство спиралей, для которых начало координат является 


асимптотической точкой (рис. 43), причем чем меньше отношение — , 
1 


т. е. чем меньше трение, тем ближе в течение одного оборота спираль к 
эллипсу. 

Фазовая скорость в данном случае нигде, за исключением начала 
координат, не обращается в нуль, но непрерывно уменьшается по мере 
приближения изображающей точки к началу координат. 

Фазовые траектории соответствуют в данном случае осциллирующим, 
но затухающим движениям, а особая точка х=0, у-=0 соответствует 
состоянию равновесия. 

Рассматриваемая в данном случае особая точка, являющаяся асим- 
питотической точкой всех интегральных кривых, имеющих вид спиралей, 
называется фокусом, причем при k>>O фокус будет устойчивым. 
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Пусть теперь kh <0. В этом случае мы опять получаем семейство 
спиралей (рис. 44), однако фазовая точка © течением времени будет 
удаляться от начала координат. Скорость движения изображающей точки 

. по интегральной кривой, обращаясь в нуль при х=0, у=0, монотонно 
возрастает по мере удаления точки от начала координат. В данном слу- 
чае положение равновесия неустойчиво, и особая точка 2 == 0, у = 0 пред- 
ставляет собой неустойчивый фокус. 


р 


Рис. 43. Рис. 44. 


Рассмотрим теперь случай, когда h? >> k, что соответствует при h > 0 
затухающему апериодическому процессу. В этом случае решение системы 
(9.4) можно представить в виде 


х= Се "+ Сье 2", (9.9) 
y= — Саше  — СЧ. Ч, (9.10) 
где обозначено: 
—91=—й+ Vik, 
— d= —h—Vh®—k. 


Для получения картины на фазовой плоскости умножим выражение 
(9.9) сначала на 4:, затем на 4. и сложим c (9.10). Возводя полученные 
результаты соответственно в степени 4, и 4., находим: 


(9.44) 


(y+ 912)": = C (y + gan)" (9.12) 
или 
I 
y+ qe = С (y+ gor)". (9.13) 
На фазовой плоскости получаем семейство деформированных парабол 
(рис. 45), касающихся прямой y= —4:5 в начале координат. Нетрудно 


установить направление движения изображающей точки по интегральным 
кривым. Изображающая точка будет двигаться по интегральным кривым 
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в направлении, указанном на рис. 45 стрелками, т. е. всегда будет 
приближаться к началу ‘координат. 

Точка х=0, у=0 будет особой точкой, причем все интегральные кри- 
вые проходят через нее. Особая точка такого типа называется узлом. 
В рассматриваемом случае положение равновесия будет устойчивым, 
и этому положению соответствует устойчивый узел. 

Рассмотрим теперь характер интегральных кривых на фазовой плос- 
кости для случая большого отрицательного трения #<0, й*> К. В этом 
случае, воспользовавшись (9.13), получаем на фазовой плоскости семейство. 
кривых параболического типа (рис. 46) с особой точкой тоже типа узла. 


у 


4927 
Рис. 45. Рис. 46. 


Однако, анализируя движение изображающей точки, легко убедиться, 
что изображающая точка при движении по любой из интегральных кривых 
стремится уйти от состояния равновесия (см. рис. 46, на котором направ- 
ление движения указано стрелками). Таким образом, рассматриваемая 
особая точка представляет собой неустойчивый узел, причем, как и выше, 
неустойчивость: обусловлена тем, ‘что #<0. Заметим, что неустойчивобть 
очевидна непосредственно из рассмотрения выражений (9.9) и (9.10)... 

Для полноты изложения приведем еще один тиц фазовых траекто- 
рий, с которыми встретимся при дальнейшем изложении. Для этого рас- 
смотрим дифференциальное уравнение 


oF kn =0, (9:14) 


где Ё положительно. Уравнение вида (9.14) получаем, рассматривая, 
например, малые отклонения маятника около верхнего положения неустой- 


чивого равновесия. 
Решение уравнения (9.14) будет: 


х= Сен С.е- ИН, 
y =C, Иен — С, Уй- Ум. 


Пря помощи этих соотношений не представляет затруднений по- 
строить фазовые траектории. Действительно, согласно (9.15) легко полу- 
чить соотношение 


(9.15) 


ты (9.16) 


представляющее собой уравнение семейства гипербол (рис. 47). При 
C=O мы получаем две асимитоты этого семейства гипербол, проходящие 
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wepes начало координат: , 

‘у=У №, 
g= —Vka. 

Начало | ‘координат является единственной особой точкой, причем, 


за исключением асимитот, ни одна интегральная кривая 1 не проходит через. 
начало‘ координат. Такая особая точка называется ‘особой точкой типа 


седла. 
д у 


(9.17) 


Рассматривая направление движения y= -\K т 
изображающей точки на фазовой, плоско- 
сти, приходим к выводу, что где бы ни \ 
находилась, изоб ажающая точка в на- 
чальный момент ‘(за исключением начала 
координат и асимитоты у=—/ #2),. она. 
всегда, в конце концов, будет удаляться 
от начала координат, ‘причем ‘движение ` 
будет носить апериодический характер, 
а. не колебательный.. Положение равно-. 
весия, соответствующее особой точке типа 
седла, всегда будет неустойчивым ввиду 
того, что движение по асимптоте у= 
= —У № не может быть никогда точно 
реализовано, так как вероятность началь- 
ного состояния, соответствующего движе- 
нию к особой точке, равна нулю. 

Перейдем теперь к рассмотрению об- 
mero случая. Прежде всего займемся изу-. 
чением точек равновесия — особых точек 
уравнения (9.2), в которых 


P(x, у) =0, .Q(x, у) =0. (9.18) | | | \ 


Пусть P(z,y) и Q(z, у) - вещест- ° Рис. 47. 
венные аналитические функции. Пред- - 
положим, что точки равновесия, т. е. решения уравнений (9.18), 
изолированы и, таким образом, число особых точек в любой ограничен- 


ной области конечно. | 
° Тогда для анализа поведения динамической системы в окрестности. 
данной особой точки х=1,, у= у, положим 


х= ва, у=у ду. - | (9.19) 


Не нарушая формы уравнений (9.1), можем принять особую точку 
L=X, Y=Yo за начало координат. Тогда, подставляя Ce 19) в уравне- 
ния (9.1), получим: 


ad 
= с2 + dy + Py (a, у), 


ь, (9.20) 


= ar -+ by + Q, (a, 3), 


где для упрощения записи вариации or, by заменены через х и у и вве-. 
дены обозначения: 


с = Рх (0, 0), d=P;(0, 0), a=Q:(0, 0), b=Q5 (0, 0), 
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а Р,(х, у) и Q(x, у) — функции, обладающие непрерывными частными 
производными до второго порядка включительно и обращающиеся в на- 
чале координат в нуль вместе со своими частными производными пер- 
вого порядка. | 

Пренебрегая в Уравнениях (9.20) членами высшего порядка по отно- 
шению к малым отклонениям от точки равновесия, получаем следующую 
систему с постоянными коэффициентами: 


a = ср -- 49, 

(9.21) 
WY ож--Ь 
"От, 


которая, как ‘известно, называется «уравнениями в вариациях» около 
точки равновесия. 
Характеристическое уравнение системы (9.21) будет: 


№ — (6-е) ^— (аа- be) = 0. (9.22) 


Будем рассматривать только случаи, когда характеристические корни 
hy, Ag не равны нулю и, следовательно, ad— be + 0. Соответствующие 
критические точки называются особыми точками первого порядка или 
элементарными точками. 

Решение системы уравнений (9.21) будет: 


д= CyeMt + Се, 
в she | (9.23) 
у = Сужде^и + Coxgeret, 
‘де ^, и A, определяются следующими выражениями: 
1 НЕА Вы, 
м = [6-е +И ($—с} + 4а4], 
(9.24) 


=> [b+ с —V (b—c)? + 4аа] ; 
ах, и х, — корни уравнения 
4? - (b—c)x—a=0. (9.25) 


Анализируя правые части выражений (9.24), нетрудно установить, 
при каких соотношениях между коэффициентами ‘уравнений (9.21) а, В, 
с, а правые части (9.23) стремятся к нулю или остаются ограниченными 
при {> © и, следовательно, соответствующая критическая точка будет 
устойчивой. 

Для того чтобы критическая точка была устойчива, необходимо, 
чтобы БВ --с< 0 при (5 — с) + 4аа< 0; в случае, если (b—c)?+ 4ad > 0, 
то для устойчивости необходимо также, чтобы ad — be < 0, в противном 
случае критическая точка будет неустойчива. 

Если b+c=0, то для устойчивости необходимо, чтобы (6 — с)? -- 
+4ad < 0. 

В случае, если b+c>0, критическая точка будет всегда неус- 
тойчива. 

Если ad—be -=0, то характер критической точки уравнений (9.1) 
но существу определяется характером ее первого приближения (за ис- 
ключением случая, когда b+c=(0), т. е. характером решения системы 
(9.21), полученной при замене P(x, у) и Q(x, у) их членами первого 
порядка. 
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Совершенно очевидно, что присутствие отброшенных нами членов 
высшего порядка не изменит характера движения в окрестности точки 
равновесия в случае, если Re[d,, ^,] -=0, поскольку ясно, что отбро- 
шенные члены могут вызвать лишь малые добавки к «эффективным» 
значениям декремента затухания. В случае, если Ве [A,] = 0 или Ве [),] = 0 
то малые отброшенные члены могут повлиять на характер движения, 
поскольку его устойчивость как раз и будет определяться этими малыми 
добавками. 

Рассмотрим, например, уравнение 


а? 3 
orth 2) < =0, (9.26) 


которое можно записать в виде 
dy _ 
dt 
dz _ 
at 4° 


— hy? —х, 
(9.27) 


Для исследования характера точки равновесия 5=0, у=0 полу- 
чаем уравнения в вариациях 


(9.28) 


согласно которым точка равновесия х=0, у=0 устойчива, так как 
b+c=0, 4а4= —4< 0. 
Как видно, для уравнений (9.27) характёр движения меняется, так 


dz \8 
как наличие в уравнении (9.26) члена A oT приведет к затуханию 


колебаний или к неограниченному возрастанию, в зависимости от того, 
будет ли Х положительна или отрицательна. 

Приведем здесь теорему, являющуюся весьма частным случаем 
теоремы Ляпунова. 

Пусть в уравнениях (9.20) Р, (х, у} и 0, С у) — функции, облада- 
ющие непрерывными частными производными до второго порядка вклю- 
чительно в некоторой окрестности точки х=0, у=0. Пусть в этой 
точке P,(x, у) и 09,(х, у) со своими частными производными первого 
порядка обращаются в нуль. 

Тогда, если для соответствующей системы «первого приближения» 
(9.21) вещественные части корней характеристического уравнения (9. 22) 
отрицательны, тривиальное решение х=0, у=0 системы (9.20) устой- 
чиво по Ляпунову. 

Больше того, все решения системы (9.20), исходящие из начальных 
точек, достаточно близких к (0, 0), будут асимптотически приближаться 
к тривиальному решению при #—> -|- ©. 

Доказательство этого утверждения весьма просто можно получить 
следующим путем. 

Пуеть 


SU), YSU; (9.29) 


=U (1, y=U 2; (1) 
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будут решениями уравнений ‘первого приближения при начальных усло- 


виях: 
| Uy (0) =1, И (0) =0 
01 (0) =0, 0, (0) =1. 


cornea ИО: заметить, что уравнения вида 


ca tdy + Fy (2 ) 


tes} 


dy 
4 a= ax + by-+ Fs (8) 


интегрируются е ее квадратур: 


x = Uy, (1) = (0) (Hy (t's) Fy (*) + Uy (4—5) Fa (3)} ds, 
0 


t 


y=Unlty ОВО 


Воспользовавшись этими формулами для ‘уравнений (9.20), получим! 


| 


2-я ( Walt =IP@0, ¥O0)+ 
+ Un (t ai т) 0, (x x(t), у (x))} dx, (9. 30) 
у = Oy O+( 0, @ — 9) Рь (= (8) (9) + 
НИ (! — 1) 0» (2 (5), у()} de. J 


Мы заменили тем самым систему. . дифференциальных уравнений. 
(9.20) системой интегральных уравнений. 

Подчеркнем, что ввиду того, что вещественные части корней харак- 
теристического уравнения (9. 22), по предположению, отрицательны, 
функции U,, (1) будут экспоненциально затухать, так что можно написать: 


Пет, т . 6.30 


где Ёи а— положительные постоянные. 

Будем исследовать интегральные уравнения (9.30) с помощью я 
ного метода последовательных приближений. и 

Воспользовавшись оценкой (9.31), найдем, что при Достаточно, 
малых начальных значениях x (0), у(0): , 

1) | ay (1) |< Се“, |у„ (1) | < Се“, С — постоянная, не зависящая от п. 

2) *, (1), Yn (t) сходятся к решениям x(t), у(Ё) равномерно для всех Е 
на интервале (0, со). 

Отеюда и вытекает, что x(t), У(#) будут стремиться к нулю ‘при 
t—>-+ o. 

Перейдем теперь к анализу характера критических точек на. фазо- 
вой плоскости. 

Для этого надо Papcucepors поведение характеристик в окрестности 
особой точки. | 
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Уравнение характеристик в параметрической форме дано выраже- 
ниями (9.23), согласно которым не представляет затруднений построить 
интегральные кривые и проанализировать ‘их рт в зависимости от 
соотношений . между коэффициентами a, В, с, 

Рассмотрим различные случаи. 

`Пуеть (5 —с)*-- 4а4 < 0; в этом случае правые части выражений 
{9.23) имеют колебательный характер. Если b-+-c=0, то в окрестности 
критической точки характеристиками является семейство подобных эллип- 
сов, охватывающих особую точку, которая в данном случае будет особой 
точкой типа центра. Если b+c“0, то характеристики представляют 
собой семейство спиралей, для которых асимптотической точкой является 
критическая точка типа фокуса, причем в случае, если b+c < 0, харак- 
теристики стремятся к началу координат при # —> ©, и фокус будет 
являться устойчивой особой точкой; если b+c>0, то характеристики 
будут стремиться к началу координат при { —> — oo; в этом случае фокус 
будет неустойчивой особой точкой. 

Пусть (b—c)?+4ad `0. Тогда, исключая из выражений (9.23) 
время, получим уравнение характеристик на фазовой плоскости в окрест- 
ности коитической точки в виде 

he 


ух = (Y— xr), (9.32) 

Последнее выражение, как уже указывалось выше, представляет 

сббой уравнение.семейства парабол или а ‘типербол в зависимости 
Аз 

от знака показателя степени м. Боли 52 > 0,. то (9.32) представляет 


собой. уравнение семейства парабол. ны образом, если ad —be < 0, 
критическая точка является узлом, устойчивость которого. зависит от 
знака выражения b+e. 


В. случае, если es <0, что eye при ad — be > 0, To (9. 32) является 


уравнением ето * гипербол и критическая точка является особой 
точкой типа седла. 

Рассмотрим теперь случай, когда (b—c)?+4ad=0 и когда, следо- 
вательно, ‘корни ии ЗОКОЕО уравнения (9. 22) равны и веще- 


<твенны: , м=№Ь=5 Е с). 
“Torna, если a=d=(0, b=c=2, согласно уравнению (9.21) получаем; 


у (9.33) 


и уравнение характеристик у==сх представляет собой уравнение семей- 
<тва прямых, проходящих через начало координат. Особая точка 5 =0, 
у=0`в этом случае тоже‘ называется узлом. 

В. общем же случае необходимо в уравнениях (9. 21) сделать замену 
переменных согласно формулам: 
ee в 
=ar+—— 
a8 (9.34) 
Q=Yy. 


Тогда, после исключения времени &, получаем следующее уравнение: 


41 _ т 
a =ptee (9.35) 
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решение которого | 
ЕТЕШЕ+ СЕ (9.36) 


представляет собой совокупность кривых, проходящих через особую 
точку и представленных на рис. 48. Особая точка опять является узлом, 


7 


Рис. 48. 


причем узел будет устойчивым при b+c<0 и неустойчивым при 


се > 0. 
Результаты проведенного рассмотрения даны в табл. 5 


Таблица 5 


b+c-40 фокус Е 
_ устойчивый фокус 
1 (b—c)?4-4ad <0 $--с=0 центр b+e>0 


неустойчивый фокус 


b+e<0 
2 (b—c)?+-4ad=0 узел и. узел 


неустойчивый узел 


ad—be<0 узел $--с<0 
Sts устойчивый узел 
3 (6-—с)*--4аа>0 ad—be>0 седло $--с>0 


неустойчивый узел 


Перейдем теперь от локального исследования характера движения 
вблизи особых точек к иселедованию поведения интегральных кривых 
на всей фазовой плоскости. 

Для получения ориентировочного представления о возможном харак- 
тере поведения интегральных кривых на фазовой плоскости рассмотрим 
вначале приближенное решение уравнения (1.1), описывающего колебания 
системы с малой нелинейностью: 


Z=acosh+e..., y= = —awsingte..., (9.37) 
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где амплитуда колебаний а и фаза ф определяются следующими урав- 
нениями: 


ae = —d(a)a, 
9.38 
Ho, (a). ( ) 


Выражения (9.37) представляют собой уравнения фазовых траекто- 
рий в параметрической форме. Поведение этих фазовых траекторий будет 
зависеть от корней уравнения 

Ф (a) = 28 (а) =0, (9.39) 
соответствующих стационарному режиму в колебательной системе, а также 
от знака функции Фо (а). 


Тривиальный корень а = 0 соответствует, очевидно, состоянию равно- 
весия. 
Пусть уравнение (9.39) имеет ряд корней, для которых Фа (а) «0. 
Тогда мы получаем положение, изображенное на графиках типа рис. 49 


или 50. 
Очевидно, что в первом случае a, и а. являются корнями уравнения 


(9.39), соответствующими устойчивому стационарному режиму в колеба- 
тельной системо, а а, соответствует неустойчивому режиму, а == 0 является 
неустойчивым состоянием равновесия. Во втором случае а -=0 будет устой- 
чивым положением равновесия, a, и а. соответствуют неустойчивому 
стационарному режиму, а а, — устойчивому стационарному режиму. 
Переходя к фазовой плоскости, мы получим точку равновесия и ряд 
замкнутых кривых, близких к эллицсу: 
та у? | 
ЕР = 1 (a=a,, @2, a3, АР (9.40) 
На рис. 51 и 52 приведена картина на фазовой плоскости соответствен- 
но для двух рассмотренных выше типов корней уравнения (9.39). 
Таким образом, на фазовой плоскоети мы получили особую точку, 
соответствующую нулевому корню, и замкнутые траектории, соответствую- 
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щие корням уравнения (9.39) a,, ay, а.,... Все остальные фазовые траекто- 
рии будут асимптотически стремиться к 91MM замкнутым траекториям 
при ¢—>co или при [> — oo. : 

В данном случае фазовая плоскость разделена на ряд полос, целиком 
заполненных ‘интегральными кривыми, асимптотически приближающимися 


у 


Рис. 51. 


к некоторой замкнутой интегральной кривой, которая называется пре- 
дельным циклом, или к точке равновесия. Предельный цикл будет устой- 
чив, если все интегральные кривые полосы достигают его при t—>o, 
и неустойчив, если они достигают его при #—>— со. 


Рис. 52. 


Заметим, что в случае, если колебательная система консервативна, то 
Ф (а) =0, 

и в системе возможен стационарный периодический режим с произвольной 
амплитудой, зависящей только от начальных значений. 

Этому случаю на фазовой плоскости соответствует семейство замкну- 
THX циклов, окружающих особую точку типа центр (рис. 53). 

Разумеется, приведенное нами рассуждение не является строгим и, 
самое главное, оно относится лишь к частному случаю систем, близких 


к линейному гармоническому вибратору, для которых возможна только 
одна особая точка. 
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Общий случай системы (9.1) был исследован Пуанкаре с помощью 
строгих качественных методов, причем в результате получается картина 
поведения траекторий на фазовой плоскости, являющаяся естественным 
обобщением приведенной выше. 

Предположим, что система (9.1) описывает некоторый колебательный 
процесс. Этим самым мы исключаем из рассмотрения случай, когда на 
фазовой плоскости могут существовать у 
траектории, уходящие в бесконечность. 

Тогда на фазовой плоскости имеем 
особые точки, замкнутые траектории и 
сепаратрисы — интегральные кривые, 
проходящие через особую точку типа 
седла. Сепаратриса играет особую роль, 
так как она разделяет фазовую пло- 
скость на ряд областей, заполненных 
траекториями различных типов (рис. 54). 

Любая незамкнутая интегральная Рис. 53. 
кривая или навивается на предель- 
ный цикл, или приближается к одной или ряду особых (точек. 

Замкнутые циклы могут образовывать как непрерывное семейство, 
так и дискретное. 

Картина, при которой циклы образуют непрерывное семейство с осо- 
бой точкой внутри типа центра, с физической точки зрения типична для 
консервативных систем. 


ву 


Рис. 54. 


В случае, если циклы образуют дискретное семейство, то они заклю- 
чены в полосы, причем все интегральные кривые, заключенные в такой 
полосе, асимптотически стремятся к циклу, являющемуся в данном слу- 
чае предельным. Если приближение к данному циклу совершается при 
i—> co, мы говорим об устойчивом предельном цикле. Если это приближе- 
ние имеет место при #—>— со, то естественно говорить о неустойчивом 
цикле... 

Такая картина характерна для автоколебательных систем. Предель- 
ные устойчивые циклы изображают стационарные режимы автоколебаний, 
причем совершенно очевидна независимость стационарного режима в авто- 
колебательной системе от начальных условий, лежащих в известных пре- 
делах. Разумеется, в случае наличия нескольких предельных циклов при 
существенном изменении начальных значений возможна переброска 
с одного предельного цикла на другой. 
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Приведенная картина поведения траекторий на фазовой плоскости 
очень наглядна, однако она с большим трудом поддается детализации при 
решении конкретных примеров. 

До сих пор не существует достаточно общих теоретических методов 
для решения вопроса о существовании предельных циклов и определения 
места их расположения, за исключением случая систем, близких к линей- 
ным (s<1). 

При исследовании задач такого рода часто большое значение имеет 
понятие индекса, введенное Пуанкаре. 

Возьмем на рассматриваемой фазовой плоскости некоторую замкну- 
тую кривую Г, причем предположим, что эта кривая простая (т.е. не имеет 
двойных точек) и не проходит через состояния равновесия. Возьмем на 


Рис. 55. Рис. 56. 


этой кривой некоторую точку 5 и проведем через нее вектор, совпадающий 
с направлением касательной к проходящей через эту точку фазовой траек- 
тории. 

Пусть непрерывная функция 0(#) определяет угол, который этот 
вектор образует с положительным направлением оси Cz. 

Если точка 5 сделает полный оборот по замкнутой кривой Г и вернется 
на прежнее место, то вектор совершит за этот период некоторое число 
оборотов и, следовательно, 8 (1) изменится на величину 21], где J — поло- 
жительное или отрицательное целое число (рис. 55). Число 7 называется 
индексом замкнутого контура Г. 

Очевидно, что число 7 может быть выражено криволинейным инте- 


гралом: 
Е dy\ _ 1 @ Р40—Оар 
[=a фа (aretg а) ре : (9.41) 
Г Г 


р 


Этот криволинейный интеграл берется от полного дифференциала; 
следовательно, если внутри области, охватываемой кривой Г, подынте- 
гральная функция и ее производные непрерывны, то интеграл равен нулю. 

Совершенно ясно, что такие свойства непрерывности могут нару- 
шаться лишь в точках, для которых 


Рз- 0—0, 


т. е. в особых точках нашего уравнения. 
Поэтому, если внутри кривой Г особых точек не содержится, то ее 


индекс равен нулю. 
В общем случае, когда внутри Г имеется ряд особых точек, прове- 


дем построение, изображенное на рис. 56. 
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В этом случае сумма интегралов (9.41), взятых по кривой Г и кри- 
вым Г., Г., Г., ..., окружающим особые точки, равна нулю, поскольку 
в соответствующей многосвязной области, ограниченной кривыми Г, YT, 
T,, Г.,..., особых точек уже не содержится. 

Поскольку кривым Г, Г., Г.,...мы приписываем обход, противопо- 
ложный принятому в определении индекса, видим, что индекс кривой Г 
является суммой чисел, зависящих лишь от свойств соответствующей 
особой точки. 

Эти числа и называются индексами особых точек. По данному опре- 
делению, индекс какой-либо особой точки равняется интегралу 


с PdQ—QdP 


1 
On РР 0 ' 
г 


взятому по кривой Г, окружающей лишь одну данную точку М, и не 
зависящему от формы Г. . 

Для фактического определения индекса можно, следовательно, взять 
в качестве Г эллипе 


(ax + by)? + (cx + dy) =1, (9.42) 


сколь угодно близкий к точке равновесия. Здесь, как видно, мы поме- 
стили начало координат в рассматриваемую особую точку. 

Тогда, пренебрегая в выражениях для P(x, У) и О(х, У) членами 
высшего порядка малости, получим: 


j= ф (ау —yde), (9.43) 
где 
g = bc — а4, 


или, в силу известного выражения для площади через криволинейный 
интеграл, 


. 4 
[re 5, 
т 
где 5 = ae площадь эллипса и, следовательно, 
Невы 
bale 


Отсюда сразу следует, что индекс Пуанкаре для узла, фокуса и центра 
равен + 1, a для седла —1. Эти же результаты можно было бы полу- 
чить, исходя из непосредственного рассмотрения картины на фазовой пло- 
скости (puc. 57). 

Следует подчеркнуть, что даже если мы знаем характер и местопо- 
ложение особых точек, то этого еще совершенво недостаточно для общего 
суждения о поведении интегральных кривых дифференциального уравне- 
ния (9.2). Однако для ряда частных случаев можно прийти к важным 
заключениям. 

Рассмотрим, например, некоторую замкнутую интегральную кривую, 
определяемую уравнением (9.2), без двойных точек и особых точек. 

Так как вектор, касательный к такой кривой, при полном обходе 
кривой в положительном направлении поворачивается’ на угол 2т, то, 
следовательно, сумма индексов всех особых точек, находящихся внутри 
замкнутой интегральной кривой, равна 1. 


432 МЕТОД ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ [Гл. ПИ 


Таким образом, очевидно, что внутри замкнутой интегральной кри- 
вой должна находиться, по крайней мере, cana особая точка, причем 
если эта точка одна, то это цевтр, фокус или узел. 

Если внутри замкнутой интегральной кривой имеется несколько 0CO- 
бых точек, то число особых точек типа седла на единицу меньше числа 
особых точек остальных типов. 

Понятие индекса дает возможность определить количество и место- 
положение предельных циклов для данного уравнения, т. е. выделить на 
фазовой плоскости некоторое число колец конечной ширины, в каждом 
из которых расположен только один предельный цикл. 


Узел Узел Регулярная точка 
j=+l ja+t at 


Центр Фокус Седло 
J= +7 /=+ 1 я 
Рис. 57. 


Для этого нужно выделить Несколько особых точек, сумма индексов 
которых равна--1, и окружить их двумя замкнутыми кривыми так, чтобы 
в полученной кольцеобразной области не было особых точек. 

После этого надо исследовать направление вектора скорости изобра- 
жающей точки на этих кривых. В зависимости от направления этого век- 
тора можно вывести заключение о наличии предельного цикла, а также 
о его характере. Так, например, если вектор скорости изображающей точки 
направлен везде внутрь кольцеобразной области, то в данной ;области 
существует, по крайней мере, один устойчивый предельный цикл. Если 
вектор скорости везде направлен наружу, то существует, по крайней мере, 
один неустойчивый предельный цикл ит. д. 

Приведем в заключение изящный пример *), для которого легко опре- 
делить предельный цикл аналитически. 


*) И. Г. Четровский, Лекции по теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений, Гостехиздат, М —Л., 1947. 
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Рассмотрим уравнение 


dy _(e@ty)VeP+y—y a 
2 уу р. 


Делая замену переменных Z==pcosy, y=psing, гдер и ф— полярные 
координаты, получим уравнение 

а 

= =р—1, (9.45) 
общий интеграл которого будет: 


р=4- Сет, (9.46) 


где С — произвольная постоянная. Чтобы р было всегда положительным, 
необходимо, чтобы Ф<Ш|С| для С < 0. Семейство интегральных кривых 
в этом случае будет состоять из окружно- 

сти радиуса p=1 (для С =0), спиралей, 

выходящих из начала координат и асим- 

птотически приближающихся к окружно- 

сти изнутри (навивающихся на окруж- 

ность изнутри) при p—> — oo (для С < 0), 

и спиралей, асимптотически приближаю- 

щихся к окружности снаружи (навиваю- р 
щихся на окружность снаружи) при 

o—>—oo (для С > 0). Окружность с pa- 

диусом р-=1 будет в данном случае яв- 

ляться предельным циклом уравнения 

(9.44) (рис. 58). 


$ 10. Метод Льенара 


Во многих важных частных случаях 
нелинейное дифференциальное уравнение Рис. 58. 
(9.2) удобно исследовать © помощью гра- 
фического построения ичтегральных кривых на фазовой плоекссти. 
Очень изящным методом графического пострсения интегральных кривых 
является метод, предложенный французским инженерсм Льенаром [26]. 
Этот метод позволяет изучить все типы движения, допускаемые данным 
уравнением, и найти предельные циклы. 

Льенар исследовал уравнение вида 


oF + f(a) +8 (x) =0. (10.1) 


К уравнению такого типа, как известно, принадлежит уравнение 
Ван-дер-Поля, а также может быть приведено уравнение Рэлея и др. 

После работы Льенара вопросе об установлении критериев существо- 
вания и единственности предельного цикла для уравнения типа (10.1) 
был предметом исследования ряда авторов. Упомянем, вапример, работы 
В. С. Иванова, Левинсона и Смита, А. В. Драгилева. 

Приведем формулировку теоремы А. В. Драгилева. Введем обозна- 
чения: 


F (2) = \ 1 (а) ат, G (2) = \ (зат. (40.2) 
0 


Deere B 
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"Тогда, если: 
1) g(x) удовлетворяет условиям Липшица; 


25 (1) >0, x40; G(w)=o; 


2) Е (x) однозначно определена в промежутке — © «хх co и для 
каждого конечного интервала удовлетворяет условиям Липшица и, кроме 
того, для достаточно малых |x| Е (2) < О прих > 0 uF (x) > 0 при х< 0; 

3) существуют число М и такие числа Ё uk’, К’ < К, что 


Е(х)>Ё, когда &> М, 
Е (1) <Ё', кода х<-М, 


то уравнение (10.1) имеет, по крайней мере, один предельный цикл. 

Как видно, здесь при весьма общих условиях устанавливается 
существование, по крайней мере, одного предельного цикла. 

Вопросу о единственности предельного цикла посвящена тео- 
рема Левинсона и Смита: 

Пусть 

1. = (2) — нечетная функция, такая, что 2 (7) > 0 для х> 0. 

2. Е (1) — нечетная функция, причем существует значение XY, такое, 
что Ё (5) <0 для O<2<a2, и Е(т)>0 и монотонно возрастает для 
LPL. 

3. Е (co) =С (<) = с. 

4, f(x) и g(x) удовлетворяют условиям Липшица на любом конеч- 
ном интервале. 

В таком случае уравнение (10.1) имеет предельный цикл, и притом 
единственный. 

Мы не будем останавливаться здесь на доказательстве этих теорем *). 

Рассмотрим более простой случай, когда выполнены следующие 
ограничительные условия: 

1. f(z) — функция четная, 8 (5) — нечетная и, кроме того, 28 (5х) > 0 
для любых xz, а f(0 

2. } (2) и 5 (2) — функции аналитические. 

3. Е (1) © при ro. 

4. Уравнение F (5) =0 имеет единственный положительный корень 
х=а, и, кроме того, для «>a функция F (x) монотонно возрастает. 

Как нетрудно видеть, этим условиям удовлетворяет уравнение 
Ван-дер-Поля, а также уравнение Рэлея. 

Покажем, что при их выполнении уравнение (10. 1) обладает един- 
ственным замкнутым циклом, который будет устойчивым. Доказатель- 
ство проведем с помощью весьма наглядного и элементарного способа, 
приведенного в книге С. Лефшеца [24]. Положим 


4х y? 
=4F (2), ау +E (2). (10.3) 
2 
При таких обозначениях 5 можно интерпретировать как кинетическую 


энергию, причем заметим, что введенную выше функцию G(r) можно 
интерпретировать как потенциальную энергию. 


*) Доказательство этих теорем можно найти в книге В. В. Немыцкого и 
В. В. Степанова [33]. 
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Определим теперь энергию, рассеиваемую системой при колебаниях, 
а. уравнением (10.1). Имеем: 


a (5 +6(@))= me Ca + F(a) оС ‚= 
= (Ferre peared a tF (2), 


или, принимая во внимание (10.1) и обозначения (10.2) и (10.3), нахо- 
дим после сокращения на dt: 


dh = F (x) dy. (10.4) 
Таким образом, энергия, рассеянная системой, будет выражаться 
величиной интеграла \F (x) dy, взятого вдоль интегральной кривой. 


Переходя к переменным xz, у, из уравнения (10,1) получим экви- 
валентную ему систему: 


dx 


ap ИВ es | 10.5 
| | 0. 
ay = —g (2). sae 


Таким образом, нам надо показать, что система (10.5) обладает 
единственным устойчивым циклом. 

Система уравнений (10.5) об- 
ладаст следующими очевидными 
свойствами: 

1) если x(t) и y(t) являютея 
решениями системы уравнений 
(10.5), то в силу приведенных 
ограничений — х (1), —у(1) также 
будут решениями (так как F (x) — 
функция нечетная); следователь- 
но, кривая, симметричная инте- 
гральной кривой по отношению 
к началу координат, является 
также интегральной кривой уравне- Рис. 59. 
ния (10.5); 

2) единственной критической точкой системы (10.5) на фазовой 
плоскости является начало координат, и поэтому предельный цикл дол- 
жен окружать начало координат; 

3) наклон интегральной кривой Г определяется следующим урав- 
нением: 


ау _ & (x) 
dx ~~ y—F (x) . (10.6) 


Так как g(0)=0, то все касательные к траектории Г в точках, 
лежащих на оси Oy (за исключением начала координат), горизонтальны. 
С другой стороны, если мы рассмотрим кривую А, уравнение кото- 
рой будет y—F (1) =0 (рис. 59, пунктирная линия), то нетрудно заме- 
тить, что все касательные к Г вточках пересечения ее с A вертикальны, 


за исключением начала координат ( так как на А y—F (1) =0 и, сле- 


а. - 
довательно, = >). Далее, так как 8 (1) — нечетная, х8 (5х) > 0, то 


согласно (10.5) у убывает вдоль кривой Г направо от оси Оу и возра- 
стает налево от оси Оу. Кроме того, x возрастает, когда Г лежит над А 
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(так как в этом случае y —F (x) > 0), и убывает, когда Г лежит ниже А. 
Следовательно, кривая Г имеет вид, изображенный на рис. 59. 

Обозначим через a абециссу точки В и будем в дальнейшем яисать 
Г. вместо Г. 

Установим теперь, при каких условиях Г, будет замкнутым циклом. 

Очевидно, необходимо, чтобы OA’ =OA, так как в противном слу- 
чае, повторяя наше рассуждение, убедимся, что, продолжая Г за точку A’, 
мы получим, поскольку цикл не может себя пересекать, точку A”, 
лежащую ниже А’ (рис. 60), и т. д. Таким образом, если ОА’ :- ОА, 
кривая Г, не сможет возвратиться ни в точку A, ни в точку A’ и, 


Рис. 60. 


следовательно, не сможет быть замкнутой. Следовательно, Г. 'должна 
пересекать каждую ось в двух и только в двух точках. '’Отсюда сле- 
дует, что ОА = — OC. , 

Действительно, допустим, что OA -= —OC и пусть точки А’ и С” 
симметричны точкам А иС по отношению к началу координат. Согласно 
первому свойству системы уравнений (10.5) кривая, симметричная кри- 
вой Г, по отношению к началу координат, будет замкнутой интеграль- 
ной кривой Г., проходящей через точки А’, С’. Так как ось Оу пер- 
пендикулярна к Г., то мы приходим к положению, изображенному на 
puc. 61, когда кривые Г. и Г, пересекаются, что невозможно. Таким обра- 
зом, OA= — ОС. 

Наоборот, предположим, что ОА = —OC. Тогда кривая, симметрич- 
ная дуге АС по отношению к началу координат, является дугой цикла, 
соединяющей точку А с точкой С налево от оси Оу. Вместе с дугой АС 
она образует замкнутый цикл. 

Итак, для того чтобы Г. являлась замкнутым циклом, необходимо 
uM Достаточно, чтобы ОА = — ОС. 


2 
Так как, согласно обозначениям (10.2), (0, y= 5. TO последнее 


условие можно сформулировать следующим образом. 
Для того чтобы Г. являлась замкнутым циклом, необходимо и 
дотаточно, чтобы 


(A) =^(С). (10.7) 
Итак, покажем, что при выполнении условий, которым удовле- 


творяют функций f(x) и g(x), выполняется равенство (10.7) и, еледо- 
вательно, уравнение (10.1) обладает предельным циклом. 
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Для доказательства будем рассматривать следующие криволиней- 
ные интегралы, взятые вдоль кривой Г. 
Положим 


(a) = (С) —^(А)= \ dh= ( Е) dy. (10.8) 


АВС АВС 


Если a<a (cm. рис. 59), то 4у< 0, а также согласно четвертому 
условию (см. стр. 134) Е(х)<0 и, таким образом, $ (а) >0, т. e. 
^(С©)>^(А). | 

Следовательно, в этом случае Г, не может быть замкнутым цик- 
лом. (В этом случае \ Е(х)ау > 0, т. е. энергия, рассеянная систе- 

АВС 
мой, положительна и, очевидно, в системе не могут осуществляться 
незатухающие колебания.) 

Поэтому предположим, что a>a, т. е. кривая Г, имеет такой вид, 
как на рис. 59. Обозначим: 


фл (2) = ( dh+ \ a, фе (а) = \ dh; 
AD CE DBE 


тогда 
ф (а) = 9 () + $ (а). 


Согласно (10,4) и (10.6) мы можем написать: . 


4 Е (x) g(x 
dh= F(x) Bde = ТО gy, (10.9) 
Так как F(x) <0 для x< a, то dh положительно, когда Г. описана 
в направлении от Ак D или от Е к Си, таким образом, 9, (а) > 0. 
Наоборот, вдоль DBE мы имеем dk < 0 и, | 
следовательно, фз (а) < 0. 

Очевидно, что при увеличении a дуга AD 
будет подниматься, а дуга СЁ опускаться 
и, таким образом, для фиксированного x 
будет увеличиваться |у|. Так как для ф, (а) 
пределы интегрирования, принимая во вни- + 
мание (10.9), фиксированы (от х = 0 дох=а), a, г 
то в результате увеличения a ф, (а) будет 

& (x) ах 


р, 


уменьшаться, так как 4) = 
у +1 
| F (x) | 


уменьшается при увеличении у. 
Перейдем теперь к оценке характера Рис. 62.' 

изменения Фо (a) при увеличении а. Пуеть 

а: И а, — два последовательных значения а, причем а, > a. Покажем, что 


$2’ (аа) < фе (аи). 
Проведем пернендикуляры 0,0)! и Е.Е! к прямой О.Е. (рис. 62). 
Тогда! 
\ каму = \ Fe@ayt ( P(@)dyt \ F@dy. = 40.40) 
РЕ: 


ОэВоЕс DoD! Ej Eo 
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Так как при этом F(x) > 0, а dy<0, то 
( F (x) dy < \F (x) dy. (40.44) 


DeBoEs Р.Е, 


По самому построению Di и Ё! мы видим, что у меняется на кри- 
вых D,B,E, и О.Е, в одинаковых пределах (от большего значения 
к меньшему). 

С другой стороны, для данного у абсцисса х точки ‘кривой DIES 
будет больше, чем для соответствующей точки кривой D,B,L,. 

Поэтому для данного у F(x) на D,B,E, будет меньше, чем F (x) 
на О,Е!. Следовательно, поскольку dy < 0, 


( (аи < \ F(@ay, (40.12) 
DIE! D1ByE 
и из (10.11) найдем: 
\ Рау < \ F (x) dy, (40.13) 
DegBoE2 D,BiE, 


т. е. действительно ф› (45) < $, (а) при dy > ay. 

Таким образом, $ (<) = 9. (а) + 9. (&) при а>0 является монотонно 
убывающей функцией а. 

Заметим, что в случае a<a имеем: 


ф (а) = 9, (а) > 0. 
Покажем теперь, что 
— Ф2 (9) > © при ао. 
Фиксируем для этого какое-либо 2, так, чтобы 


а< т <а, 
и проведем ось РР’ параллельно оси Оу через точку z, на оси Ox 
(рис. 59). 
Имеем: 
\ Ф< (a= \ гда. (10.14) 
DBE PBP PBP 


Но для дуги PBP, имеем x>-2, и, следовательно, 


F (2) > F (a). 
Найдем поэтому 


\ a<F (x) | = -Р(@)|РР,, 
DBE РВР\ 
откуда 


—+@=- | д> КЕ. ЕР. (10.45) 
DBE 


Но ясно, что отрезки КР и КГ могут быть взяты сколь угодно 
большими при достаточно больших а. 
Итак, действительно, 


— 42 (%) > ® при а-ьо. 
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Таким образом, мы показали, что Ф(%) является монотонно убыва- 
ющей функцией от значений ф (а) > 0 до ф(&) = — co при а-—> со. Сле- 
довательно, ~(a) обращается в нуль один и только один раз для a= dp, 
а Г. будет искомая единственная замкнутая характеристика, так как 
для нее выполняется условие (10.7). . 

Покажем теперь, что Га, будет устойчивым предельным циклом. 

Если «<a, то p(a) > 0 и, следовательно, ^(С) > ^ (А). 

Если а >a), то Ф(а) < 0 и, следовательно, Х(С) < ^(А). 

Пусть точки A, и С, соответствуют пересечению Г. с осью у; тогда 
очевидно, что точка С ближе к Г.., чем точка A, если a< a), и, следо- 
вательно, точка А’ ближе к Ге, 
чем А. 

Проводя аналогичные рас- 
суждения для случая a > do, 
приходим к заключению об 
устойчивости предельного цик- 
ла Г... 

Перейдем теперь к изло- 
жению метода фактического 
построения интегральных кри- Рис. 63. 
вых Ha фазовой плоскости. 

Графическим методом Льенара обычно пользуются тогда, когда упру- 
тая сила g(x) линейна относительно х; при этом соответствующим выбо- 
ром новых переменных можно, не нарушая общности, привести уравне- 
ние (10.6) к виду 


ау _ x 
Иер. (10.16) 


Метод графического интегрирования уравнений типа (10.16), предло- 
женный Льенаром, состоит в следующем. На фазовой плоскости строим 
кривую 4, уравнение которой 


y—F (5х) =0 (10.17) 
{рие. 63). 


Построив эту кривую, мы можем графически найти направление 
касательной к интегральной кривой уравнения (10.16), проходящей через 
любую точку фазовой плоскости. Для этого из точки М (5, у), для кото- 
рой мы ищем направление касательной, опускаем перпендикуляр на ось 


абсцисе MC и продолжаем его до пересечения с кривой A в точке О. 
Из точки D опускаем перпендикуляр на ось ординат DN. Тогда линия 


NM будет перпендику лярна к интегральной кривой уравнения (10.16), 
проходящей через точку М. Действительно, если фазовая точка урав- 
нения (10.16) в момент {=0 совпадает с точкой M(x, у), то спустя 
отрезок времени di она переместится вдоль оси ординат на отрезок 


‘dy= —xdt=NDdt= MC", 
а вдоль оси абсцисс на отрезок 


ах =(y —F (x))dt = MDdt=C'M’. 
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Так как треугольники NDM и МС’М’ подобны, то 
MC’ _C’M’ _ М’М 
ND DM MN 


и, следовательно, M’M | MN. 

Таким образом, для того чтобы через данную точку М (х, у) в пло- 
скости х, у провести касательную к интегральной кривой Г, проходящей 
через эту точку M(x, у), достаточно провести вертикальную прямую 
MCD, горизонтальную прямую DN и сое- 
динить точки Ми М. Искомая касательная 
к кривой Г будет перпендикулярна к пря- 
мой ММ, откуда следует, что, имея про- 
извольную кривую ’А и произвольные на- 
чальные урловия т, Yo, изображаемые точ- 
кой М, (x, yo), легко найти направление 
касательных и, следовательно, построить 
приближенную интегральную кривую. 

Итак, для построения интегральной 
кривой Г, проходящей через заданную точку 
фазовой плоскости М (x, у), поступаем. сле- 
дующим образом. При помощи описанного 
построения находим касательную в данной | 
точке и заменяем интегральную кривую в 
окрестности этой точки неболыпим отрезком 

Рис. 64. касательной, затем в конце полученного 

отрезка опять определяем направление ка- 

сательной и в окрестности новой точки заменяем интегральную кривую 

отрезком прямой. В результате получается приближенная интегральная 

кривая в виде ломаной линии, причем степень точности будет зави- 
сеть от величины отдельных звеньев. 

Во многих случаях для преобразования уравнения (10.1) вместо 
замены переменных (10.3) удобно произвести замену согласно формуле 


RY 


oS \ 2 
и рассматривать уравнение в виде 
Че (че) =0 (10.18) 
или, обозначая г = и исключая время fC, 
y SL +P (у) =0. (10.19) 
В этом случае уравнение вспомогательной кривой будет: 
r,+F (9) =0, (10.20) 


на фазовой плоскости мы”получаем построение, приведеннсе на рис. 64. 
Опуская из точки М перпендикуляры на оси абсцисе Mm и ординат 


МС, а также опуская перпендикуляр из точки D на ось абсцисс, на- 
ходим согласно уравнению (10.19): 


Nm = У, (10.24) 
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и, следовательно, уравнение (10.19) может быть записано в виде 


Nm=CM —CD, (40.22) 


так как CM=2,, CD= —F(y). 

Итак, и в этом случае можем провести построение приближенных 
интегральных кривых согласно изложенной выше схеме. 

Если кривая А симметрична относительно начала координат, то 
построенные таким образом интегральные кривые Г будут навиваться 
на замкнутые кривые — предельные циклы, соответствующие периоди- 
ческому режиму, существование и устойчивость которых были дока- 
заны выше. 

Заметим, что графическое построение, предложенное Льенаром, не 
предполагает обязательной симметрии кривой 4. Этот графический прием 
применим также в случае, если А более или менее близка к симметрич- 
‚ ной кривой, например к кривой, определяемой характеристикой неоно- 
вой лампы и т. д. При этом кривая А не должна обязательно изобра- 
жаться каким-либо алгебраическим уравнением. Эта кривая может быть 
получена экспериментально; последнее очень важно с практической 
точки зрения. . 

Приведем некоторые примеры, иллюстрирующие описанное графиче- 
ское построение интегральных кривых. 

Заметим, что для некоторых частных случаев построение Льенара 
сразу дает интегральную кривую и необходимость в построении при- 
ближенной ломаной отпадает. 

Например, в случае свободных линейных колебаний, описываемых 
уравнением 


= +2=0, (10.23) 
уравнение фазовых траекторий будет: 


wv = (40.24) 
т у 

В данном случае уравнение кривой А будет х=0, и тогда точка № 
совпадает с началом координат для всех задаваемых значений точки D. 
Следовательно, интегральными кривыми будут окружности с центром 
в начале координат. 

Если колебания системы происходят под воздействием линейной 
упругой силы при наличии кулонова трения, уравнение движения может 
быть представлено в виде 


wt + Apion? 4+2=0. (10.25) 
В этом случае для кривой A получаем следующее ypaBnerne: 
х=А при a > 0, 
х=-А при = <0. es 


Очевидно, что для интегральной кривой Г в верхней полуплоскости 
точка N совпадет с точкой S,, а в нижней полуплоскости —с точкой 5. 
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(рис. 65) независимо от задаваемых. значений точки D. Таким обра- 
зом, интегральная кривая Г будет состоять из дуг окружностей с цен- 
трами в точках S, и Sy; эти дуги переходят друг в друга при пересе- 
чении интегральной кривой с осью Ox. При этом очевидно, что ампли- 
туда затухающих колебаний уменьшается на величину 2А при каждом 


22 -Eff- yy 


a 


AY 


Puc. 65. Puc. 66. 


прохождении между двумя последовательными положениями покоя y = 0 
до тех пор, пока колебательная система окончательно не приходит 
в состояние покоя. 

Проинтегрируем теперь методом Льенара уравнение Ван-дер-Поля, 
причем возьмем его в виде 


4х 
сы 1-(§ че a= 0, (10.27) 
Уравнение кривой А на фазовой плоскости будет: 
д—=(1— 92) у=0, (10.28) 


где ¢— некоторый параметр. 
Свойства функции — (1 — 92) у следующие: 
1) при у=0 иу= +1 <=0; 
2) при y= + УЗ х принимает экстремальные значения: 


de 
V3 


a= + 
(puc. 66). 


Согласно этому при увеличении в петля будет вытягиваться вдоль. 
оси х, приближаясь к паре прямых y= +1 (рис. 67). 
В случае, когда з=0, интегральные кривые уравнения 
2 
ив я (10.29) 
x у 
образуют семейство концентрических окружностей с центром в начале 
координат, и тогда это уравнение будет соответствовать простым гармо- 
ническим колебаниям. 
При =-20 исследование поведения интегральных кривых уравнения 
(10.27) проводим, пользуясь графическим методом Льенара. Согласно это- 
му методу для кривой (10.28) строим поле направлений и находим предель- 
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ные циклы. На рис. 67 приведены кривые (10.28), построенные соответствен- 
но для трех различных значений: ==0,1; e=1 и е—=10. На этих же рисун- 
ках по методу Льенара построены предельные циклы системы. Как изве- 
стно, в рассматриваемом 
случае =>0 начало коор- 
динат является неустой- 
чивым положением равно- 
весия, все интегральные 
кривые, выходящие из на- 
чала координат, будут 
описывать вокруг него 
расширяющиеся спирали. 
Однако раскручивающиеся 
около начала координат 
спирали не могут прости- 
раться неопределенно да- 
леко, так как для больших 
значений у затухание в 
колебательной системе, 
описываемой уравнением 
(10.27), становится. поло- Рис. 67. 

жительным. 

При расширении каждой спирали ее последовательные витки все 
более и более сближаются друг с другом и все спирали асимптотически 
навиваются изнутри на замкнутую кривую — предельный цикл. 

На этот предельный цикл будут навиваться как спирали, близкие 
к началу координат, так и спирали, удаленные от начала. Замкнутая 


Е = г 


Рис. 68. 


интегральная кривая — предельный цикл, к которой стремятся все 
интегральные кривые уравнения (10.29), соответствует периодическому 
решению уравнения (10.27). ; 

Заметим, что замкнутый цикл содержит внутри одну особую точку 
с индексом --1, причем для е=0,1 и ==1,0 эта точка является неустойчи- 
вым фокусом, для ==10 мы имеем неустойчивый узел. 
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Исходя из рис. 67, можно судить о том, как изменяется характер 
движения в системе при изменении параметра е. При любых е в системе 
происходят автоколебания, но размах и форма этих автоколебаний и ха- 
рактер их установления различны. На рис. 68 для сопоставления приве- 
дены нами результаты численного 
интегрирования непосредственно 
уравнения (10.29) соответственно 
при тех же значениях параметра е, 
а также кривые, характеризую- 
щие непосредственно изменение x 
со временем (рис. 69). 

В заключение заметим, что 
z Ренсуки-Усуи *), комбинируя ме- 

&=/0 tox Льенара (подробно разрабо- 

Ё . танный автором для случая сим- 

метричной характеристики) и Me- 

Рис. 69. тод Кирштейна (чрезвычайно за- 

труднительный для практических 

применёний), разработал стандартный графический метод решения нели- 

нейных дифференциальных уравнений, описывающих процессы в само- 

возбуждающихся системах. Разработанный им метод может быть приме- 

нен для рассмотрения колебательных процессов в сложных контурах, а 
также в связанных контурах. 

Однако на этом методе мы здесь не будем останавливаться, отсылая 
интересующихся к соответствующей специальной литературе. 


$ 11. Релаксационные колебательные системы 


До сих пор мы рассматривали уравнение Ван-дер-Поля в основном 
при малом ¢ и только в $ 9 указали на те изменения, которые происходят 
в решении при возрастании з. 

Рассмотрим теперь уравнение Ван-дер-Поля при больших е и, в заст- 
HOCTH, попытаемся найти асимптотическую форму решения при =—> со. 

Для исследования удобно взять уравнение Ван-дер-Поля в виде 
4х dx 1 / dx 8 
sa —°[ Ge —s(@) | +2=0 (11.1) 


я добиться того, чтобы перед второй производной стоял малый параметр. 
Полагая в уравнении (11.1) 


L=ey, ae 
nes | (11.2) 
получаем 
1 dy dy 1 Г dy 8 = 
А-а из 
или 
у 
а | (41.4) 


=? dy a 


*) Ренсуки-Усуи, Нелинейная теория электрических генераторов, 
Report of Radio Research in Japan, vol. У, №2, 1935. 
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Нри = > 1 можем в уравнении (11.4) в первом приближении пренебречь сла- 


1а ы 
гаемым =5 а после чего получим зависимость между т и т: 


. 1 . 
q— =z 4, (11.5) 


при помощи которой не представляет затруднений исследовать характер 
движения на фазовой плоскости. 


Построим кривую (11.5) (рис. 70) и заметим, что согласно (11.4) на 


2 в 4 
кривой (11.5) поле направлений горизонтально, так как a = 0 для всех 
ти 1, удовлетворяющих уравнению (11.5). В остальных же точках 
фазовой плоскости (за исключением точек, очень 
близких к кривой (11.5)) при e—co поле на- 
правлений стремится к вертикальному, так как 


согласно (11.4 О при =—> со для всех то- 
dy Ё 


чек, не удовлетворяющих уравнению (11.5). 
Исходя из этого, видим, что при больших зна- 
чениях = интегральная кривая уравнения (11.4), 
выходящая из произвольной точки Р (см. рис. 70), 
будет очень близка к вертикальной прямой почти 
до точки P,, лежащей на кривой (11.5). Далее 
интегральная кривая пойдет вдоль кривой (11.5), 
оставаясь ниже ее, пока не достигнет окрестно- 
сти точки P,, после чего пойдет вертикально 
вверх до тех пор, пока вновь не достигнет кривой 
{11.5). Затем интегральная кривая будет следо- 
вать вдоль кривой (11.5), оставаясь над ней; Рис. 70. 
досигнув точки Р., интегральная кривая повер- 
нется вертикально вниз. В результате мы получаем предельный цикл, 
который при ¢—>co будет иметь вид, изображенный на рис. 70. 

Такую картину мы получаем вследствие того, что участки Р.Р. и. 
P,P, кривой (11.5) обладают свойством притяжения, причем чем больше е, 
тем сильнее будет притяжение. Так как в любой точке поле направле- 
ний вертикально, а на кривой (11.5) горизонтально, то любая точка 
стремится к кривой (11.5), подойдя к ней, отходит, так как на кривой 
поле направлений горизонтально, после этого точка снова стремится 
приблизиться к кривой (11.5). Если е достаточно велико, то указанных 
отклонений мы не заметим и практически получим картину, изобра- 
женную на рис. 70. 

Асимптотическое значение для периода колебаний в рассматривае- 
MOM приближении находим, подсчитывая интеграл по предельному циклу. 

Для уравнения (11.4) имеем: 


dt,=—, (11.6) 


откуда 


= фи. (41.7) 
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Так как на вертикальных участках цикла 4дч==0, то вместо (11.7) 
можем написать: 


: А 
ты =2(Inq—z 


т 


22. (14.8) 
ny 


1 


Согласно (11.5) находим 1, =1, 72=2u, следовательно, для перио- 

да Г, при больших значениях = получаем формулу 
T,= 1,614 (11.9) 
или, переходя к старым переменным, следующую асимптотическую 
формулу: 
Т =1,644 г. (11.10) 
Итак, для случая =»1 при асимитотической трактовке колебательный 
процесс будет протекать следующим образом: при возрастании 1, начиная 


от значений — yy, скорость 7 будет положительна и изображающая точка 
на фазовой плоскости будет двигаться по кривой P,P, (см. рис. 70). Ког- 
да 1 достигнет максимального значения -| To, изображающая точка скачком 


7 
7 
70 ет. t 0 t 


Рис. 71. Рис. 72. 


перейдет из положения P, в Р,, что соответствует мгновенному изменению 


знака скорости 7. Далее, при уменьшении 1 скорость 1 будет оставаться 
отрицательной и изображающая точка будет двигаться по кривой Р.Р». 
В точке P, опять произойдет изменение знака скорости, а изображающая 
точка на фазовой плоскости скачком перейдет в положение Р.. 


Таким образом, в течение одного периода колебания скорость 7 тер- 
пит разрыв дважды — в моменты достижения величиной 1 максималь- 
ного и минимального значения. Разумеется, на самом деле скорость непре- 
рывна, хотя и меняется весьма быстро, так как з хотя и велико, но конеч- 
но, и, говоря о разрыве, мы допускаем определенное упрощение, соответ- 
ствующее принятому нами асимптотическому приближению. 

После того как нами получена зависимость скорости от смещения 
на фазовой плоскости и найден период колебания, не представляет затруд- 


нений построить кривые, представляющие 1 ит как функции # (рис. 71 и 72). 

Рассмотренные нами колебания называются релаксационными и 
имеют широкое распространение в природе. 

Приведенная здесь идеализированная разрывная трактовка уравне- 
ния Ван-дер-Поля при больших = может быть применена и в общем случае 
при исследовании нелинейных колебательных систем при =»1. При такой 
трактовке мы пренебрегаем в уравнении инерционным членом, в результате 
чего релаксационные колебания характеризуются дифференциальным 
уравнением первого порядка | 


F(> г )+2=0 (4411) 
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ах 
причем последнее удобно обратить относительно = И написать в виде 


2 (2), (11.12) 


где Ф (5) представляет определенную многозначную функцию типа, схе- 
матически изображенного на рис. 74 

Приведем еще пример конкретной релаксационной колебательной 
системы, описываемой уравнением типа (11.12). 

Рассмотрим схему (рис. 73), представляющую последовательное соеди- 
нение самоиндукции L, сопротивления А и нелинейного элемента с вольт- 
амперной характеристикой типа «5», замкнутое на источнике постоянного 
напряжения FL. Здесь для элемента «5» вольтамперная характеристика 


v 
P Фи) 


if 


Eq 
ПОВ 0 ia) 


Рис. 73. | Рис. 74. 


имеет форму, примерно изображенную на рис. 74. В качестве конкретной 
модели такого нелинейного элемента можно взять, например, электрон- 
ную лампу в динатронном режиме. 

Составляя для рассматриваемой схемы баланс напряжений, приходим 
к дифференциальному уравнению вида 


L—-+ Ri+-0=E,. (11.13) 


Заметим теперь, что поскольку единственным резервуаром, способным 
запасать энергию колебаний, является в нашей системе самоиндукция, 


¥ 1 >. 
то запасенная в ней энергия будет равна 5 Li®. Так как в течение колеба- 


тельного процесса энергия должна изменяться непрерывно, то очевидно, 
что и величина тока i должна также изменяться непрерывно, плавно уве- 
личиваясь и уменьшаясь. 

С другой стороны, в соответствии с рис. 74 нетрудно убедиться, что 
при плавном увеличении и соответственно при плавном уменьшении тока i 
напряжение v будет изменяться, как указано на рис. 75. Обозначим зави- 
симссть между напряжением и током, представленную графически на этом 
рисунке (причем учитываем только отрезки сплошной линии), функцио- 
нальным соотношением 


v= f(i), (14.14) 


в котором } (i) имеет два значения для i, изменяющегося в интервале (iy, 1). 
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Пусть параметры генератора подобраны так, что в интервале (i, 11) 
значения функции 
@ (i) = eo) (41.15) 
соответствующие нижней ветви f(i), положительны, а для верхней ветви 
отрицательны. Тогда в нашей схеме возбуждается ролаксационный коле- 
бательный процесе, при котором ток i будет изменяться в пределах OT ig 
до i,. Дифференциальное уравнение, 
описывающее колебательный про- 
цесс, будет принадлежать к типу 
(11.12). 
Как видно, в данном примере 
мы не доводили дело до построения 


Рис. 75. Рис. 76. 


 дифферонциального уравнения второго порядка, а сразу приняли схему, 
которая привела к разрывному уравнению вида (11.12), в ор не при- 
нимается во внимание инерционный член. 

До сих пор рассматривался случай наличия одного замкнутого 
цикла. Если кривая, характеризующая зависимость (11.12), будет иметь 
вид, изображенный на рис. 76, то получим два замкнутых цикла. 

‘Заметим, что рассмотренные релаксационные колебательные процессы 
протекают без внешних периодических сил, и потому естественно уравне- 
ние (11.12) называть уравнением свободных релаксационных колебаний. 
. © Ивложенная здесь разрывная трактовка релаксационных колебатель- 
ных процессов интуитивно убедительна. 

Однако осли мы хотим ee строго обосновать или вычислить соответ- 
ствующие поправки для формы колебаний и их периода Г, то необходимо 
обратиться к строгому методу аспмитотического приближения, разработан- 
ному А. А. Дородницыным. 


$ 12. Метод А. А. Дородницына для уравнения Ван-дер-Поля 


В настоящем параграфе приводем метод, разработанный А. А. Дород- 
ницыным [15], при помощи которого можно построить интегральные кри- 
вые на фазовой плоскости в случае 331. 

Суть этого метода заключается во введении некоторых «связующих» 
областей и в построении для этих перекрещивающихся областей особых 


“3 4 
асимптотических разложении по степеням = 
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Для наглядности применения этого метода приведем согласно А. А. [or 
родницыну решение уравнения Ван-дер-Поля 


x 


di? 


—e(1— 2°) +2=0 (12.1) 


при больших значениях параметра <*). 
7 4х ` 
На фазовой плоскости (т, у), где у= д, это уравнение преобра- 
зуется к следующему виду: 


у; — (1—2) у-+х=0. м (12.2) 

Как известно, предельный цикл для уравнения (12.2) имеет вид, 
приведенный на рис. 77. 

Нри болыних значениях пара- yh 
метра = решение уравнения (12.2) РОС 
в областях Ги II стремится соот- 
ветственно к решениям «укорочен- 
ных» уравнений 


убив (1—2) у=0, (12.3) 


—в (1—2?) уфтх=0. (12.4) + 


Однако области Ги ШГ, в которых 
можно рассматривать вместо уравне- 
ния (12.2) соответственно уравнения 
(12.3) и (12.4), не соприкасаются 
между собой, и поэтому решения 
этих уравнений нельзя сопрячь, так 
как неизвестно, как выбрать по- 
стоянную интегрирования в уравне- Рис. 77. 

`нии (12.3), чтобы при аналитическом 

продолжении решения в область JI] это решение перешло в то, которое 
стремится к решению уравнения (12.4). 

Для того чтобы можно было произвести такое сопряжение решений, 
вводят две «связующие» области Tf и JV, для которых строят асимито- 
тические решения непосредственно уравнения (12.2), так как в этих 
областях мы не можем воспользоваться «укороченными» уравнениями. 
Области Г, 11, [J] и IV перекрываются между собой, и поэтому мы 
можем найти решение для всего цикла с точнсстью до величин любого 


Donat 


1 
порядка малости относительно т 


Приступим к построению асимптотических решений уравнения (12.2) 
для введенных областей (см. рис. 77). При этом заметим, что ввиду 
симметрии можно рассматривать только одну часть каждой из введен- 
ных областей. . 

Построим сначала решение для области Г. Для этого обозначим 

ах 


через a, и а. значения 5х, при которых о (для предельного цикла 


*) Заметим, что В. В. Казакевичем («О приближенпом интегрировании 
уравнения Ван-дер-Поля», ДАН СССР, ХЫХ, 6, 1945) разработан интересный прием 
исследования уравнения (12.1). 


450 МЕТОД ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ (Га, If 


а =а.=а); тогда область Г определится следующими неравенствами: 


—-i+tv<r<a,—y, y > 0, v> 0; | 


—a,tv<4r<1—-v y<0, v>0. Gas) 


Как указывалось выше, решение достаточно искать только для пер- 
вой части области (12.5). Решение ищем в виде ряда 


=e № =", (2). | (12.6) 


Подставляя значение у (12.6) в уравнение (12.3) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях в, получаем систему уравнений, 
из которой находим последовательно все f, (x) (n=O, 1,2, ...). 

Так, для первых двух функций имеем: 


4 
ae (12.7) 
— 2a + 243 ond 
(= ay [In -F )—-an S ] + 


xi —2 3 -[ 2-1 xy | 
ies arct — arctg |, 12.8 
HEV даун уда], 028 
где через Ly обозначен вещественный о корень уравнения 


2 
№ (1) =0, причем предполагается, что с > 3, что и имеет место для пре- 


дельного цикла. Функции f, (x) имеют особенности в окрестности точки 
х=4., однако ряд (12.6) сохраняет асимитотический характер до значе- 
ний х, удовлетворяющих условию 


O(2,—2) >O0( 45). 


В частности, ряд (12.6) является асимптотическим рядом при 
r= 2—0 (=); при этом у будет порядка единицы. 
Найдем теперь асимптотическое решение для области 1/, являющейся 


окрестностью точек у=0, х=а;; у=0, = —а.. Для определенности 
будем рассматривать ту часть области //, для которой у=0, х=а.. 
Введем новую переменную 5 по формуле z= —ey и будем искать т 
как функцию 2. Уравнение (12.2) запишется следующим образом: 
ах 1 Zz 
dz e* 2 (x*—1)—a2 (12.9) 


Решение этого уравнения ищем в виде ряда 


L= у Yn (2) = 2". (12.10) 


n=0 


Подставляя значение х (12.10) в уравнение (12.9) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях е, получим систему уравнений 
для определения функций ух, (2) (п=0, 1,2, ...). Для первых двух 
функций имеем: 


= в In 9—1, 2) |, (12.11) 
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ен =a { (a? —1)2(24+ Е ЧН) + 


+ [+242 —2(01—1) 2 | мне 


Е int (1-28 Pty}. (12.12) 


ы а 
Эти функции имеют особенности при = 


ряд (12.10) сохраняет асимптотический характер для всех 2, удовле- 


творяющих условию 
ay : Ine 
O(gea-*) > Ow): 
а также в случае 2 < 0 для всех 2, удовлетворяющих условию 
О (2) < О (=). 


При этом асимптотическая сходимость ряда (12.10) имеет место при 
= —в, т, е. у=4. 

| Так как ряды (12.6), (12.10) асимптотически сходятся при одина- 

ковых значениях 2, при которых y=O(1), то можем их сопрячь. Для 

этого нужно определить постоянную a, по заданному значению постоян- 

ной с. Полагая в (12.6) и (12.10) у=1, получаем следующие два уравне- 
ния с двумя неизвестными х* и а:: 


1=е > fale) ="; 2*= 2. Ув(— в) =". (12.13) 
n= r= + 


Из первого уравнения находим x*, после чего из второго уравнения 
находим @,, выраженное через с или через х.. 

`Перейдем теперь к определению решения для области III, Эта 
область определяется следующими интервалами: 


аа-у>я> 1», y <0, ¥> 0; 
—a+v<z“r<—1-—v, y>0, »v>90, 


и имеет очень существенное значение для релаксационных колебаний. 
Когда х попадает в область (12.14), то колебания системы сразу же с 
большой степенью точности переходят к установившимся автоколебаниям. 
Будем рассматривать ту часть области 11/1, для которой у < 0. 
_ Произведя ряд выкладок, легко показать, что решение уравнения 
(12:2) в этой области может быть получено в виде ряда 


и при 2—> — oo. Однако 


(12.14) 


y= 15 P,,(x)e", (12.15) 


где P, (x) определяются, как и выше, из ряда рекуррентных ‘уравнений. 
и имеют вид 
: x х (1 +1 , 
РР, Р: (а) = Sh ... (12.16) 
Ряд (12.15) сохраняег асимптотический характер при условии 
O(x—1) > O(e—/3), причем при подходе к границе сходимости у (12.15) 
будет иметь порядок e's, 
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Перейдем к определению решения в области ГУ. Эта область опре- 
деляется следующим образом: 


to-ver<i+ty, р<0, v>0; 
—1-v<x4x<—1+y, р>0, ee 


Как показано выше, при подходе к границе области 111 у прибли- 
жается к О (=—\з). Поэтому естественно ввести замену переменных: 


(12.17) 


= = 20 (и), из (2—1). (12.18) 
Тогда уравнение (12.2) примет следующий вид: 
Q 22 — 2uQ +1 == (ии). (12.19) 
Решение этого уравнения ищем опять в виде асимитотического ряда 
0 (и) = Di 0, (и) =", (12.20) 
п=0 


который подставляем в (12.19), и, приравнивая коэффициенты при оди- 
наковых степенях ев, получаем ряд уравнений для последовательного 
определения функций Q, (и) (п=0, 1,2, ...). При этом начальные усло- 
вия для О„(и) должны определяться так, чтобы полученное решение 
было сопряжено с решением в области 111. 

После ряда выкладок находим: 


бои ааа 
0. = zy [ C+ \ А() (и ) du] , 
0 
A(u) = exp ( es ) a) | (12.24) 


где а — наименьший корень уравнения 


Js (3 iz) oe eer ($e y =), 


Для сопряжения с решением у (12.15), определенным для обла- 
сти 1/1, необходимо, чтобы величина з-—?'(), (и) была ограниченной 
при и =0 (=*). 

Анализируя выражение для Q,(u), убеждаемся, что ряд (12.20) 
сохраняет асимптотический характер до значений и, ограниченных усло- 
вием Q(u) < Q(c7/8), т. е. при значениях 2%, удовлетворяющих условию 
0 (5—1) <0(1, и, таким образом, области, в которых пригодны реше- 
ния (12.20) и (12.15), перекрываются. 

Теперь нам осталось сопрячь решения для областей J и JV. Для 
этого мы должны сопрячь решение (12.6) с решением (12.20), учитывая 
в последнем замену переменных (12.18). 

Заметим, что так как у>0 при x= —1, то постоянная с должна 
быть больше ?/.. 

Положим с = 4 +y. Определим порядок 1; так как у(— 1) = O(e—*/s), 


TO sy тоже будет порядка e—/3 и, следовательно, | = O (e—*/8). 
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Нетрудно показать, что ряд (12.6) сохраняет асимптотическайх x aApaK- 
тер до значений x, удовлетворяющих условию O(x—1) > О(=\3), 
и, Таким образом, области, в которых пригодны решения {12.20}. и (12.6), 
перекрываются, причем асимптотическая сходимость этих разложений 


обеспечена для х= —1 {+ в. 
Таким образом, постоянную интегрирования с можно определить, 


приравнивая при x= —1-=\Мз значения y,. полученные из формул 


(12.20) и (12.6): | 
=— 1/3 У ean) ( <= ew Ma) =e >) etn ( =; 4 + г—\з). (12.22) 
n=0 n=0 


Определяя из этого соотношения Y с точностью до величин порядка 
=—!з, получим; 


yx acts 4 Ins +( by 1— ing) e?4 O(c), (42.23) 


где 6, = b,(a)— известная величина. 
2 
Определив постоянную с = 3 ТТ легко находим х, — корень уравне- 


ний | (7,) =0, после чего, воспользовавшись уравнениями (12.12), полу- 
чаем амплитуду ме 


аа Е (3b) —1+21n2—8in 3)e e240 (eM). (12.24) 


Период и может быть вычислен согласно формуле 
а 


= \ aa (12.25) 


—а 


Для этого разбиваем весь промежуток интегрирования на пять 
частей соответственно различным областям: 
1) от —a до —х. — по области JJ, где х,— значение х, полученное 


по формуле (12.10) при значении 


2) от —х. до —(1--=\!) по области LL; 

3) от —(1--= 13) до —(1—е\з) по области IV; 

4) от —(1-—=\3) до z* по области J, где х* определяется 'по фор- 
муле 


== [ен a t+ ря | - 
Ine 2 2 2 
AF Tepe tO); (42.26) 


=3 
5) от z* до a по области If. 
Тогда полный период Т будет равен 
T=2[7,+7,+7,+7,+T7;], (12.27) 


где Т, — часть интеграла (12.25), взятая соответственно для i-Tro про- 
межутка интегрирования. 
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Произведя интегрирование для полного периода, получаем: 


Т = (3—2 2)e-4+3ae¥2 — 4 tae a 


Е (3 In2—In3—4.45,— 2d) e14O0(e-Ms) (12.28) 


или, подставляя численные значения коэффициентов: 


Т = 1.613706 + 7,014322-1/s— 5 -0,0087е-14-0 (43). (42.29) 

При достаточно большом = можно в этой формуле пренебречь всеми 
членами, за исключением первого, в результате чего получим асимпто- 
тическое выражение для периода, совпадающего с формулой (11.10), най- 
ценной в предыдущем параграфе. 

Для асимптотических решений (12.6), (12.10), (12.15) и (12.20) 
можно без затруднений доказать методом последовательных приближений 
сходимость (асимптотическую) в соответствующих областях. : 

Уже из рассмотрения полученных здесь асимптотических формул 
становится ясным, что случай большого = значительно сложнее, чем слу- 
чай малого =. При =«1 мы имели чисто степенные асимптотические 
формулы. Здесь же для =» 1 в них входят дробные степени, логариф- 
мические члены. В случае =»1 имеется большая чувствительность 
к конкретному виду уравнения, чем в случае г < 1. Естественно поэтому, 
что при больших значениях нелинейности фактическое построение при- 
ближенных решений требует большей конкретизации изучаемых диф- 
ференциальных уравнений. 

Заметим, что для исследования этой важной и трудной проблемы 
нахождения асимптотических приближений при наличии большого пара- 
метра (или малого параметра перед старшей производной) можно’ с успе- 
хом применять эффективные асимитотические методы, разработанные 
А. Н. Тихоновым [43] и его учениками. 


ГЛАВА Ш 
ВЛИЯНИЕ ВНЕШНИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИЛ 


$ 13. Асимптотические разложения в «нерезонансном» случае 


Перейдем теперь к рассмотрению колебательных систем, находящихся 
под воздействием внешних периодических сил, зависящих явно от времени. 
Будем рассматривать систему с одной степенью свободы, для кото- 
рой дифференциальное уравнение движения можно представить в виде 


Ч рой = ef (м, т (13.1) 


7 dx 
тде е— малый положительный параметр, ( vt, т, <" )— функция, перио- 


дическая по отношению к vi с периодом 2n, которая может быть пред- 
ставлена в виде 


(м, „= > ем), (2, 9). (13.2) 


ах 2 
При этом будем предполагать, что коэффициенты f,( x, a ) В конечной 


« я 

сумме (13.2) являются некоторыми полиномами по отношению кхи —-. 
Рассматриваемое уравнение (13.1) может быть, очевидно, интерпре- 

тировано как уравнение колебаний некоторой механической системы еди- 


ничной массы с собственной частотой w, находящейся под воздействием 
7 ах 
малого нелинейного возмущения ef (w, x, =), явно зависящего OT вре- 


мени. С многочисленными примерами колебательных систем, описываемых 
уравнением такого вида, мы уже познакомились во введении. 

Прежде чем переходить к изложению методов нахождения асимпто- 
тических решений для системы, описываемой уравнением (13.1), оста- 
новимся еще раз на анализе влияния периодического воздействия на си- 
стему, исходя из физических соображений. 

При отсутствии возмущения, т. е. при в =0, получаем чието гармо- 
нические колебания: 


xz=a 603 (wt+9), 
dx 


“= Tw sin (wi +9), 


где а и 9 — произвольные постоянные. 
° Очевидно, что если мы, применяя метод, изложенный в предыдущей 
главе, будем определять функции и, Uy, ..., то, ввиду зависимости 


в 4х 
‘внешнего воздействия от времени, в разложении функции ef (ot, т, 2) 
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dx : 
(после подстановки в нее 5 = 460$ (wi - $), —- = — aw sin (wl + 9) в ряд 


Фурье, благодаря ее периодичности по vi, появятся члены, содержащие 
$11 (пу-- то) Е и соз(пу-- тю), где п и т- целые числа. Таким обра- 
зом, в правых частях дифференциальных уравнений, определяющих 
и, Ug, ..., появятся гармонические компоненты с комбинационными 
частотами вида (nv - то). 

Совершенно ясно, что когда одна из таких комбинационных частот 
сделается близкой к собственной частоте системы, то соответетвующая 
гармоника возмущающей силы может оказать значительное влияние 
на характер колебания, даже если в выражении приложенной возмуща- 
ющей силы соответствующий коэффициент является малым (амплитуда 
соответствующей гармоники мала). Разумеется, чем меньше этот коэф- 
фициент, тем меньше должна быть расстройка между собственной 
и внешней частотой для того, чтобы это влияние было заметным. Таким 
образом, как это уже нами было установлено выше, в нелинейных коле- 
бательных системах резонансные явления имеют место не только при 
9 == у, как в обычных линейных системах, но и в случае, если одна из 
комбинационных частот внешего воздействия близка к собственной 
частоте системы, т. е. если nv+ то = о. 

Таким образом, в нелинейных системах резонанс может наступить 
при выполнении условия 


veto, (13.3) 


где ри 9— целые взаимно простые числа (обычно небольшие). 

Введем следующую классификацию различных случаев резонанса: 

1) p=q=—1, т. е. vo; такой случай будем называть «главным» 
или обыкновенным резонансом; 


У „ > 
2) q=1, т.е. ve ро или wo = p ; Такой случай будем называть резо- 


нансом на обертоне собственной частоты, или демультипликационным резо- 
нансом (дробным, поскольку колебания здесь совершаются © чаетотой, 
равной дробной части внешней частоты), или параметрическим резонансом. 
Резонанс этого типа возможен и в линейных системах с периодическими 
коэффициентами; 

3) p=1, т. е. о= 9%; такой случай будем называть резонансом 
на обертоне внешней частоты. 

Здесь необходимо отметить следующее обстоятельство. Так какрид 
могут принимать всевозможные целочисленные значения, то множество 


{2 является плотным и, следовательно, отношение г при соответ- 


ствующем выборе чисел р и 4 может приблизиться к любому наперед 
заданному числу. Поэтому может создаться впечатление, что в нелиней- 
ной системе возможен резонанс при произвольных р и 4. В действитель- 
ности же это не так, потому что не все возможности, указанные фор- 
мулой (13.3), осуществимы, иначе говоря, не при всяких р и 4 имеет 
место соответствующий резонанс. Практически разложение (13.2) имеет 
конечное число членов, и числа р и 4 вполне определяются характером 
исследуемой колебательной системы. 

Выясним теперь, какие резонансы проявляются в первом при- 
ближении. 

Как и обычно, будем предполагать, что колебания в первом при- 
ближении остаются по форме чисто гармоническими и на каждом отдель- 
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ном цикле с достаточной точностью могут приближаться обыкновенной 
гармоникой; малая же возмущающая сила, какой бы сложной структуры 
она ни была, может влиять на ход колебаний, вызывая лишь медленное, 
но систематическое изменение амплитуды и фазы колебания (медленное 
по сравнению с естественной единицей времени — с периодом цикла). 

По определению резонанса можем считать, что резонанс как раз 
и характеризуется тем фактом, что малая возмущающая сила может при- 
водить к значительному, часто весьма большому изменению амплитуды 
колебаний. Это имеет место тогда, когда работа, совершаемая внешней 
силой за цикл колебания, не уничтожается, так как в противном случае 
внешняя сила вызывала бы лишь малые дрожания. 

Выражение возмущающей силы ef (м, x, <) в режиме гармониче- 


ских колебаний (1. е. при x=acos(wi+ 9), oe = — aw sin (wt + 9) 


содержит, как указывалось выше, различные гармоники © частотами 
+ п» то. 

Составим выражение виртуальной работы, которую совершала бы 
эта возмущающая сила в режиме гармонических колебаний на виртуаль- 
ных перемещениях 


850 = ba cos (wt +. ¢) — Spa sin (wt + $), (13.4) 


соответствующих виртуальному приращению амплитуды и фазы колебания. 
Для подсчета удобно выражение виртуальной работы в режиме гар- 
монических колебаний 


ef (м, Lon St) bx, (13.5) 


предетавить © помощью ряда Фурье в виде суммы гармонических членов 
© частотами 

ham = m+ mw. 
Но при усреднении этой суммы за достаточно болыпой промежуток Bpe- 
мени в ней останутся заметными лишь те члены, у которых частоты „т 
будут соответственно малыми. 

Таким образом, в первом приближении проявляются только такие 
резонансы, для которых частоты в выражении виртуальной работы (13.5) 
достаточно близки к нулю. Разумеется, интенсивность резонанса будет 
тем слабее, чем меныше будет соответствующая амплитуда в выраже- 
нии (13.5). | 

После этих предварительных замечаний перейдем к оформлению 
методов фактического построения приближенных решений. 

Начнем рассмотрение колебательной системы, описываемой уравне- 
нием (13.1), сначала для нерезонансного случая, как наиболее простого, 
т. е. будем предполагать, что ни одна. из комбинационных частот 
{пу - то), входящих в рассматриваемое приближение, не равна 
{и не близка) частоте w: 


ПУ + mo = в. (13.6) 


Здесь следует указать на известный в теории чисел факт. 
s У у 
Кели > иррационально, то всегда можно подобрать такие целые п ит, 
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что выражение 
пу-- (т— 1) 


будет сколь угодно близким к нулю. 

Поэтому, если в выражении рассматриваемого приближенного 
решения будут присутствовать гармоники со всеми линейными 
комбинациями пу-- то, то придется наложить условие, чтобы отноше- 


У 
ние oe аппроксимировалось рациональным числом He слишком быстро 


и не вызвало расходимости рассматриваемого выражения. (См. по этому 
поводу стр. 167.) 

Приступая к построению приближенного решения дифференциаль- 
ного уравнения (13.1), будем исходить, как и в случае возмущения, 
не содержащего явно времени, из тех же самых интуитивных 
соображений. 

При полном отсутствии возмущающих сил (г =0) колебания, оче- 


видно, будут чисто гармонические х=ас0зф с постоянной амплитудой 
da 

и равномерно вращающимся фазовым углом ==, ON 

Влияние возмущающей силы BEIpaskaeTca в TOM, что, во-первых, 

в колебаниях могут появиться как обертон, так и гармоники комбина- 

ционных частот различного порядка малости, и поэтому решение надо 


искать в виде 
L=acosp+eu,(a, $, \) + =?и. (а, $, vt)+..., (13.7) 


где функции и, (а, $, vt), и. (а, $, vt), ... периодические по обеим 
угловым переменным $ и vt с периодом 2м. 

Во-вторых, и амплитуда, и скорость вращения фазы уже не могут 
быть постоянными, а должны определяться, как и в предыдущей главе, 
дифференциальными уравнениями: 


St = А, (а) + 2A, (а) + ..., 


ay (13.8) 
Fp =O + зВ, (а) + =В, (а) + и 

Правые части этих уравнений должны зависеть только от ампли- 
туды, так как при отсутствии резонанса фаза собственных колебаний 
не связана с фазой внешних сил, и поэтому последняя не оказывает 
влияния ни на амплитуду колебания, ни на полную фазу колебания. 
Разумеется, в резонансном случае нэм надо будет как в выражение 
для мгновенной частоты, так и в выражение для мгновенной амплитуды 
ввести зависимость от сдвига фаз. : 

Итак, задача построения приближенных решений уравнения (13.1) 
в нерезонансном случае сводится к задаче, аналогичной рассмотренной 
в первом параграфе: требуется найти функции ; 


и; (а, $, vt), из (а, $, vt), parties A, (а), А, (а), ee 9 В, (а), В» (а), ones 


таким образом, чтобы выражение (13.7), в которое вместо а и $ будут 
подставлены функции времени, определенные уравнениями (13.8), 
оказалось решением нашего исходного уравнения (13.1). 

Как и в первом параграфе, после решения этой задачи, т. е. после 
того, как будут найдены явные выражения для коэффициентов разло- 
жений, стоящих в правых частях (13.7), (13.8), вопрос об интегриро- 
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вании уравнения (13.1) сводится к более простому вопросу интегриро- 
вания уравнений (13.8). Следует заметить, что в нерезонаненом случае 
для определения а и $ мы получаем уравнения © разделяющимися 
переменными; в резонансных случаях, как увидим ниже, в этих урав- 
нениях переменные в общем случае уже не будут разделяться. 

Прежде чем приступить к построению функций и, (а, $, У), 
из (а, $, vt), ..., А. (а), А, (а), ..., В, (а), Вь(а), ..., необходимо 
для однозначности определения коэффициентов разложений (13.8) ввести, 
как и выше, некоторые дополнительные условия. 

В качестве таких условий естественно принять условия отсутствия 
резонансных членов в функциях U,(a, , vt), и. (а, $, %), 
т. е. членов, знаменатели которых могут обратиться в нуль. 

Это условие равноценно требованию отсутствия в функциях 
и: (а, $, vt), и. (а, $, vt), ... первой гармоники аргумента ф, а с физи- 
ческой точки зрения соответствует выбору в качестве величины а 
полной амплитуды основной гармоники колебания. 

После этих предварительных замечаний перейдем к определению 


функций и, (а, $, vt), и, (а, $, vt), ..., А, (а), А. (а), ..., В, (а), 

В, (а), ..., Учитывая вышеприведенное дополнительное условие. 
Дифференцируя (13.7), имеем: 

4 _ диз, 9 OU, da , 

gm {set Byte 5 шт 


еее] 
ми ое (4 se (accent ce) 
«(Yay eBay pee 


j\G4 ey еб... (13.10) 
Заменив в (13.10) — ; fe : , ot их выражениями по dopMy- 
лам (13.8) и формулам (1.10) первого параграфа, подставляем наийден- 
ные значения = ; В ‚ а также (13.7) в левую часть уравнения (13.1), 
после чего, располагая результат по степеням Малого параметра е, 
получим: 


ome wy == г. w 4 ae nee +-0*u, —2awB, cos ф — ФА sin ot + 
peed ou 0 + ons +2 ah w + w2u, — 2awB, cos  — 2% А, sing + 
+ (4, = aB; ) cos) — (24, oP 4. 24,B, ) sin p+ 
я 021 92и au Puy 3 а 
+ 0A, soph + 20B, +2 Sy At 2 ay В ber... (13.14) 
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Правую часть уравнения (13.1) согласно (13.7) и (13.9) можем 
представить в виде 


ef (=, т, т = of (w, acos), —awsin $) - 
+e? [1, (vi, ас08ф, —awsin оф) и, + 


| 
: pe 443.42) 
-+-+ fx (vt, a@cos$, —awsing) x | 


х (4 cos) —aB, sing + Fito w+ Sh) ] +e... ) 


Для того чтобы искомое выражение (13.7) удовлетворяло исходном) 
уравнению (13.1) с точностью до величин порядка малости ="! (как 
и выше, будем ограничиваться нахождением т-го приближения), необ- 
ходимо приравнять коэффициенты при одинаковых степенях = в правых 
частях (13.11) и (13.12) до членов т-го порядка включительно. 
В результате получим систему т уравнений для определения 
и, (а, $, vt), из (а, $, vt), ..., ии(а, $, 9), а также А, (а), А, (а). ... 
., Аи (а), By (a), _ (а), ’..., By, (a): 
2 92и 
20 1 1 2 
aye + 20 oat rae oem 
=f, (а, $, vt)+2awB, cosp-+ 2% А sing, (13.13) 
92 Og ug 


2. 
Иа apart OF a = | 
=} (а, $ф, vt)+ 2awB, cos > + 2% А, sin ф, 


сии = 


(13.14) 


ди д?и дит , » 
ме ЕЕ Bp Oey = 


=}„_1(а, $, ¥)+2awB,, cos $ + 20A,, sing, 


—-. 


где для сокращения обозначено | 
р (а, $, vt) = f (vt, acos}, —awsin $), 
Я (а, $, t)=fz(vt, acosp, —awsind)u,4 fx (vt, а cosh, -- aw эт ф)х 
x | Arcos ¢ Fee +-Gt | + +(a аВ* — Fe Ay) 008 8+ 


dB . : д* 


ony Oru, ди , 
—2 да Ot А, —2 Ou at В, —2 ба 929$ wA,, (13.15) 


Очевидно, что функции f, (а, ф, %) являются иериодическими функ- 
циями с периодом 2x по обоим аргументам ф и vt и, кроме того, 
зависят от а. Явное выражение для этих функций известно, как только 
найдены значения А, (а), В, (а), и, (а, $, w)(7=1, 2, .. №). 
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Прежде чем переходить к определению интересующих нас функ- 
ций, приведем краткие сведения из теории кратных рядов Фурье. 

Если }(х)— некоторая периодическая функция x с периодом 2*® 
(в случае произвольного периода 2/ мы всегда можем путем линейного 
преобразования над х прийти к периоду 2), то, как известно, при 
определенных ограничениях она может быть представлена в виде ряда 
Фурье: | 


1 (2) = У, {a, cosna + 6, sinnz}, (13.16) 
n=1 
где 
2к an 
a, =~ \ f(§)cosnédé, by =+ \ 7 (@) sin вый. (13.17) 
0 0 


Во многих случаях удобнее пользоваться рядом Фурье в комплекс- 
ной форме. 
В этом случае f(x) можно предетавить в виде 


1(2) = У) се, (13.18) 
где ~ 
27 
1 he i 
Cy =a \ (ета. (13.19) 
0 


(Здесь индекс п принимает не только целые положительные, но и отри- 
цательные значения.) Нри этом получаем следующую связь между 
коэффициентами Фурье (13.19) и (13.17): 


gees, cy ante (13.20) 
Возмем теперь функцию f(z, у) периодическую, с периодом 2dr, 
по обеим переменным х и у. 
Рассматривая формально f(x, у) как функцию от 1, имеем: 


(2, y) = > cy (y) einx (13.21) 
где _ 
i< 
Cn (Y= ae \ FE деи. (13.22) 
0 


Функция c,(y) в свою очередь может быть разложена в ряд 
вида 
Ca (у) = > eee, (13.23) 


т——© 
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где 


1(Е, п) е тя) Е dns (13.24) 


see >? 
nw 


0 


Подставив полученное выражение для c,(y) в формулу (13.21) 
имеем: 


f(z, у) = у >. Cmeiretmu), (13,25) 


п—=—©< т = 


или сокращенно следующую формулу: 
co 


> „тети, (13.26) 


п, M=—CO 


f(z, у) = 


которая обобщает ряд Фурье на случай двух переменных. 
Таким же образом, для периодической функции} (7, tp, ..., LN) 
от М независимых переменных периода 2т относительно каждой из пере- 
менных получим: 
со 
1(1., 2, ..., Жм) = > Стат... ge р ВХ 
т, по, ..., пу=—© | 


(13.27) 


где 


2m 27 
Chim... п Ту 5 я ==. 
Не о 
2n 


VF, ba, vee, Ew) е тва. tevin) ge de. .., Дм. (13.28) 
0 


_ Приведенная комплексно-экспоненциальная форма кратного ряда 
Фурье весьма удобна для расчетов. Следует, однако, подчеркнуть, что 
она совершенно эквивалентна обычной форме разложения по синусам 
и косинусам, так что условия сходимости будут те же самые. 
Приступим теперь к определению А, (а), В, (а) и и, (а, $, vé) 
из уравнения (13.13). Для этого разложим р (а, $, vt) в двойной ряд 
Фурье: 
(0) i 
(а, $, м) => У Fam (a) ету, (13.29) 
п т 


где 


ей (a) = а \ \ 40, acos), —awsin $) е-И"8+ту) 40 4$. 
об 


Представим и. (а, $, vt) в виде ряда Фурье: 
и, (а, 9 м) = УХ fam (a) ам 2 (13.30) 
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Подставляя в уравнение (13.13) значение f,(a, $, %) (13.29) 
и и, (а, $, vt) (13.30), имеем: 


2 2 {w* — (nv + mw)?} ae (a) ei(nvitmy) = 
= 2awB, cos $+ 2wA, sin ф + 2 2 10 (a) ебут, (13.31) 


Из (43.31) необходимо определить } (а), А. (а) и В,(а) так, 
чтобы и, (а, $, vt) не содержало резонансных членов. Последнее усло- 
Bue будет выполнено, если А, (а) и В, (а) определить из соотношения: 


2awB, cos p+ А, sin = — 2 2 J. (a) eltrvetmy), (13.32) 


cs tas на 0] 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках в выраже- 
нии (13.31), получим 


о Ат (2) 
Тит (@) = ao 


для всех п и т, удовлетворяющих неравенству 
0? — (nv-+ mw)? 5 0 
или, ввиду того, что мы рассматриваем нерезонансный случай, 
неравенству 
п? -|- (т? — 1-0 (т. е. п 0, т +1). 


Подставляя найденное значение }„„ (а) в (13.30) и делая для упро- 
щения замену %=0, получаем для и; (а, $, vt) следующее выражение: 


1 ев т) 
и (а, = DD) тот * 


п т 
[n2+(m2—1)20] 
2 2% 


x |) fala, $, Bleimeemnadidy (13.33) 
бо 


или, переходя к о функциям: 
1 _ Cos (nb + тф)_ 
из (а, ф, 6) = “On? 4 т «?— (nv-+ то)? a 


та Bap 0] 
2к 27 


x \ \ fo (а, $, 6) cos (пб + тф) dé @$-- 
0 8 


2% 27 
+a \ { fo(@, 8) sin (n6 + ms) 90 dy}. (13.34) 
00 Л 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках в (13.32), 
находим выражения для А, (а) и В, (а) *): 
Qn Qn 
A, (a) = те} | Аа, Asin gabe, 
(13.35) 


25 2к 


В, (а) = — — \ \ fo (а, $, 6) соз ф 40 dy. 
00 


ЕЕ ИРИ В 


После определения и, (а, $, 6), А, (а) и В, (а) мы в соответствии 
с (13.15) имеем явное выражение для |; (а, $, 0). Разлагая его в ряд 
Фурье и воспользовавитись уравнением (13.14), а также, учитывая условие 
отсутствия резонансных членов в выражении для и, (а, $, 6), аналогично 
найдем и. (а, $, 0), А, (а), В.(а), необходимые для построения второго 
приближения. После ряда выкладок имеем: 


1 i(nb-+-m}) 
Ug (а, $, 9) = >» > о 
[n24 (m2—1)240) 
27 27 
x} \л (а, $, Deroormdady, (13.36) 
0 0 
до = —2, [ 2404, +242, ] — 


г М {fs (6, acos, —aw sin ф) и, + 
0% 


+fx (0, асозФ, —awsin %( A, cos $ — 
—aB, sing-+32 0 о”) sin $ 40 4$, 
1 Гал, 7 (13.37) 
В» (а) = 55 [:4,—а8 | — 
И 2% 2% 


— а \ \ { / (6, 2008$, — воз) uy + 


0 0 


+ fe (6, acoso, —aw sin $) ( A, cos } — 
—aB, sing +32 0+ Sry ) } cos 9 4044. 


Продолжая изложенный процесс последовательного определения инте- 
ресующих нас выражений, можно построить решение уравнения (13.1) 
в любом приближении. 

Заметим, что, исходя из рассуждений, аналогичных приведенным 
в главе I, здесь также не имеет смысла при построении n-ro прибли- 
жения удерживать в правой части ряда (13.7) член порядка малости =”. 


*) Правая часть выражения’ (13.32), как легко заметить, содержит только 
первую гармонику угла 4. 
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Заканчивая рассмотрение нерезонансного случая, заметим, что 
согласно формулам (13.35) в уравнения первого приближения вой- 


we x [О 
дет лишь свобод л > ; 3 щ 
дет лишь свободный член (2 р ) Разложения (13.2) возмущающей 


силы (в, т, =) ‘ 
На основании (13.2) имеем тождественно: 


T 


(т, в )= lim т ) f(s, a, de. (13.38) 


Поэтому для получения уравнений первого приближения мы можем 
усреднить возмущающую силу по явно содержащемуся в ней времени, 
после чего воспользоваться формулами первого параграфа (1.27). 

Так как в рассматриваемом нерезонансном случае уравнения пер- 
вого приближения (а также и высших приближений) имеют ту же 
форму, что и уравнения первого приближения для случая (1.1) (т. е. 
для случая, когда внешние возмущающие силы не зависят явно 
от времени), которые уже были нами подробно исследованы, то мы 
не будем останавливаться здесь на их изучении. 

Остановимся только на рассмотрении выражения для XZ во втором 
приближении: 


1=ас08ф -- ги, (а, $, 9), | (13.39) 


где и. (а, $, 0) определяется формулой (13.33) или (13.34). 
нерезонансном случае согласно формулам (13.39) и (13.34) влияние 
внешнего периодического воздействия сказывается только во втором 
приближении. Так, например, из формулы (13.39) непосредственно сле- 
дует, что только во втором приближении в решении могут появиться 
различные комбинационные гармоники, компоненты с частотами выну- 
ждающей силы различной кратности и т. д. Амплитуды всех этих 
дополнительных гармоник будут порядка малости в. 
Рассмотрим еще формулу (13.39) в случае стационарных колебаний: 


a=const, p=o(a)t+6, $=с0186. (13.40) 


В этом случае колеблющаяся величина х состоит из собственного 
колебания с частотой ®(а) (представляемого членом а со$ [® (а) $]), 
вынужденных колебаний с частотами пу (n=1, 2, 3,...) и комбина- 
ционных колебаний с частотами пу + то (п, т=1, 2, 3,...). При этом 
интенсивность комбинационного колебания с частотой пу + mw усили- 
вается по мере приближения к соответствующему резонансу, т. е. 
по мере уменьшения соответствующего делителя 


0? — (nv + то}?. 
В частном случае, когда собственные колебания отсутствуют, т. е. 
когда а=0, формула (13.39) вырождается в следующую: 
со 


Aes У Ап cos п -- By sin пб (13.41) 


о. па ’ 


0—1 
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где обозначено: 


Де 
wT 


Tr 


f, (8, 0, 0) cos n6 dé, 


В. =~ \ fy (6, 0, 0) sin nb 46. 


ole ®—э 


Таким образом, при а=0 в колебательной системе имеются лишь 
одни ‘вынужденные колебания с частотами внешнего возбуждения 
пу (п=1,2, 3,...). 

` Поэтому в данном случае имеем дело с чисто вынужденными коле- 
баниями. Режимы колебаний, соответствующие формуле (13.41), назы- 
ваются иногда гетеропериодическими, так как периоды всех гармоник 
колебания навязаны системе извне. 

Если исследуемая колебательная система такова, что для не завися- 


2: ее dx № 
щей явно от времени слагающей =} (=, =) возмущающей функции 


dx ‘ 
ef (4, х, +) эквивалентный коэффициент затухания положителен: 


№ (а) > 0, (13.42) 
где 
an 2% 
№ (а) az \ 1 (6, а созф, —awsin $) sin ф did) = 
00 
2 


== x fy (acoso, —aw sin $) эт ф dbp, 
0 


то (см. § 7) 

a(t)-—>0, 

too 
и поэтому при выполнении неравенства (13.42) всякое колебание при- 
ближается к гетеропериодическому, так что гетеропериодический режим 
будет единственно возможным стационарным режимом. 

Полученное условие (13.42) затухания собственных колебаний, 
вообще говоря, зависит от амплитуды внешней периодической силы. При 
отсутствии внешнего возбуждения, т. е. в случае, когда правая часть 
уравнения (13.1) не зависит явно от времени, мы получаем обычное 
условие самовозбуждения 


^, (а) < 0 (13.43) 
и соответственно условие затухания 
^, (а) > 0, (13.44) 


где 
Qn 


^, (0) = кз) 10 ас05ф, — аюзш ф) зтфаф*). 


*) 7(0, асозф, —аюз11ф) обозначает возмущающую силу #6, я, a) : 


В dz : 
в которой положено =a Cos 1, и = aw sin {ф, а амплитуды внешних периоди- 
ческих компонент равны нулю. 
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В зависимости от структуры нелинейной функции (в, i 95. 
может получиться, что одновременно выполняются условия (13.43) 
и (13.42). Тогда окажется, что система, являющаяся самовозбужденной 
при отсутствии внешнего периодического воздействия, теряет самовоз- 
буждение при наличии внешнего периодического воздействия. В этом 
случае мы имеем дело с так называемым нерезонансным или асинхрон- 
ным гашением. 

Аналогично может представиться также и противоположный случай 
асинхронного возбуждения. 

В начале предыдущего параграфа мы предположили, что правая 


часть исследуемого дифференциального уравнения (13.1) f(w, x, a )- 


2m 
периодическая функция по { с периодом -- и, кроме того, может быть 


представлена в виде конечной суммы (13.2), в которой коэффициенты 
4х 


“dt 


dx 
Ta (=, =) являются некоторыми полиномами по отношению кхи 
Если сделать более общее допущение, предположив, что функция 


fv, т, =) может быть представлена в виде равномерно сходящегося 
ряда 


со 
. ах | ах 
(м, т, a= У ее", (=, a): (13.45) 
n—=—oo 
в котором f, (=, a) — некоторые произвольные регулярные функции 7 
ах 


и —, то в выражение для u, (а, $, 6), и. (а, 5, 0),... вместо конечных 
dt 1 9 2 


двойных сумм войдут двойные бесконечные ряды типа 


со со ев Чет 2% 25 | 
2) 2 ЕЕ \ \ fo (а, $, B)eUm+mgG dp. — (13.46) 
пс т=-— с 00 


Благодаря присутствию делителей вида w?—(nv-+ то)? эти ряды, 
вообще говоря, будут расходящимися. 

Как известно, в общем случае точки расходимости рядов такого 
вида на оси у (т. е. значения у, при котором ряд расходится} образуют 
всюду плотное множество. 

Таким образом, каково бы ни было значение у, всегда можно найти 
сколь угодно близкое к нему значение vy), для которого ряд (13.46) рас- 
ходится. 

С другой стороны, заметим, что для почти всякого значения отноше- 


У 
ния — (т. е. за возможным исключением множества меры нуль) мы можем 
найти *) такие С и 6, что 


у _Р | > С 

ao > 
97 (р 1902 
при любых целых р, 4. 


> 


*) Действительно, фиксируем некоторое . положительное $ и сколь угодно 
малое положительное 1. Возьмем положительное С так, чтобы 


4 
2C —— Se 
py ее ря S 


[м 1+Е® [21 
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Но тогда 


[пу (т + 1)o|> a8 


и по абсолютному значению каждый член ряда (13.46) будет соответ- 
ственно меньше, чем 
an an 


pitt | \ \ fe (а, $, 9) e~imat+md 40 4). 


Поэтому данный ряд будет абсолютно сходящимся, если только 
р (а, $, 6) обладает по отношению к угловым переменным $, 6 достаточным 
числом непрерывных частных производных. 

Однако, чтобы не вдаваться в такие теоретико-числовые тонкости, 
целесообразно в практических приложениях не доводить дело до появле- 
ния бесконечных сумм гармонических слагающих и отнести остаток ряда 


к высшим степеням :. 
Иначе говоря, удобнее исходить из уравнений вида 


ae a + wt = efy (ot, х, = )+ вай, (м, т, %) +=... | (13.47) 


в которых К (м, x, =) pide (=, ae z) ‚... являются уже конечными 


суммами типа (13.2). 
Распространение же изложенной методики построения приближенных 
решений применительно к уравнению (13.47) не представляет никаких 


затруднений. 
Перейдем теперь K рассмотрению конкретного примера. 


Рассмотрим т уравнение Ван-дер-Поля 
oY ty —e(1—y?) SY = Esin wt, (13.48) 


где = — некоторый малый положительный параметр. 
Это уравнение, как указывалось выше, путем замены 


y=ux+Usinve, (13.49) 
Е e в 
где (= (мы рассматриваем нерезонансный случай, следовательно, 


у не равно и не близко к единице), приводится к виду 
+ бусоз и). (13.50) 


F? tgeelt U sin vt)? 
в T eH ell —(et+ sin w)?] (5 


И построим множество интервалов lam (для любых целых положительных и отри- 
п 2C 
цательных п, т) с центром в точках — и длинами ———————-—_. 
5 
: um (|n|+| m|)?* 

Cc O7HOH стороны, видно, что WIA любого числа х, не принадлежащего. 
ни к одному из интервалов Jp, m, выполняется при любых целых п, т неравенство 
п С (a) 

a . a 
2-5 
т (тт ет 

С другой стороны, множество х, которое принадлежит к одному из интер- 

валов ly, т, Имеет меру, меньшую чем 
У mes ln, m< 1. 
n,m 


Таким образом, для всех х, за возможным исключением х, принадлежащих к MHO- 
жеству меры, меньшей 4, выполняются неравенства (а). 
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Воспользовавшись формулами (13.35), получим решение уравне- 
ния (13.50) в первом приближении: 


z= acos (t+ 9), (13.51) 
где $ = соп$ё, а а, очевидно, должно быть определено из уравнения 
4а ва а? 0? 
(1-5). (13.52) 
Уравнение первого приближения (13.52) показывает, что при 
P<2 (13.53) 


система самовозбуждена, и существует устойчивый стационарный режим 
колебаний, соответствующий амплитуде 


а =4— 20?. 
При 
Ur >2 (13.54) 
амплитуда а с возрастанием ¢ стремится к нулю и, следовательно, 
в системе происходит асинхронное гашение. 


Найдем теперь решение уравнения (13.50) во втором приближении. 
Воспользовавшись формулами (13.39) и (13.37), имеем: 


г/у (4—0? — 2a?) (зу 


a= a 008 pO) cos от, 92) 008 38 + 
sUa? (2-5) _ eUa? (2+) у 
Fis) 8-5) 08 0+ 26) +7a— Gey 8—9 cos (4 — 24) + 
eU%a (2+) eU%a (1 — 2%) (29 


ЧИНУ sin (26-+ $) “Tey (iy Sin —$)—S sin 38, (13.55) 


где а и $ должны удовлетворять системе уравнений второго приближения: 


да _ ва й а? U2 
"dt? 2 Ад 2 /? 


— 


dp _ 2/1 a® , 744 | =20? (5—1) : 
oe (3-е 78 (1—2) са 7 
Е? (74—40? 4+ 32, —9) ‚2104 (1+ 4v—8v2) 

32 (9—5) (1—v) 64 (1—5?) J 


(13.56) 


Как и следовало ожидать, во втором приближении у Hac наряду 
с вынужденными колебаниями с частотами у и 3%, равными частотам 
внешней силы, появились компоненты с кратными частотами Зо, а также 
с комбинационными частотами у + 20, 2v-+, что характерно только 
для нелинейных систем. 

Далее, на основании ранее сказанного при выполнении условия (13.53) 
гетеропериодический режим колебаний является неустойчивым и поэтому 
физически невозможным. В случае выполнения условия (13.54) гетеро- 
периодический режим будет единственным устойчивым стационарным 
режимом. С течением времени в системе установятся гетеропериодические 
колебания вида 


—y? =03у 
ae ey cos 9 —- oy cos 38. (13.57) 
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$ 14. «Резонаненые» случаи 


Перейдем к рассмотрению резонансных случаев. Предположим, что 


P 


wo = a у, 
где ри 4 — некоторые взаимно простые числа. 

Тогда в зависимости от характера стоящей перед нами задачи может 
возникнуть два различных подхода к ее решению: 1) при исследовании 
резонанса достаточно ограничиться рассмотрением только самой резонанс- 
ной области; 2) кроме изучения резонансной области, необходимо также 
изучить подходы к этой области из нерезонансной зоны. 

Начнем рассмотрение с первого случая, как более простого. Ввиду 


того, что в этом случае предполагается рассматривать значения fy, 


достаточно близкие к и, естественно положить 


0? = (2 у) + eA, (14.1) 


rye eA представляет собой расстройку между квадратом собственной 
и внептней частоты. 
Тогда исходное уравнение (13.1) запишется в виде 


Oey (Руужне {i(u, x, = )—Ach . (14.2) 


Таким образом, расстройку «A ввиду малости относим к возмущаю- 
щей силе, после чего решение уравнения (14.2), как и в нерезонансном 
случае, можем искать в виде 


=ас03ф- euy (a, vt, $) + =, (а, vt, $) ьвь, (14.3) 


где и, (а, vt, $), и» (а, vt, $),... — периодические функции с периодом 2x 
по обеим угловым переменным vi и ф, a a и ф— некоторые функции 
времени, которые мы должны определить из соответствующих дифферен- 
циальных уравнений. , 

Для составления этих уравнений удобно ввести в рассмотрение, 
кроме угловой переменной $, представляющей собой полную фазу коле- 
бания, еще разность фаз 


=p ut. 


Как уже ранее указывалось, из простых физических соображений 
следует, что в резонансных случаях разность фаз между собственным 
колебанием и внешним воздействием может оказывать существенное 
влияние на изменение амплитуды и частоты колебания. Поэтому в отличие 


da d 
от ранее рассматривавшихся случаев MBI будем представлять т и a 


как функции не только a, но также и $, иначе говоря, мы будем опре- 
делять а и ф как решения дифференциальных уравнений вида 


че = А, (а, 8) -- =?» (а, +... 
(14.4) 


Рева, Ва, +... 
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где А, (а, 4), А, (а, 3), ..., В, (а, $), В. (а, 3),... — периодические функ- 
ции угловой переменной $ с периодом 27. 
Поскольку в правые части выражений для a и с входит не пол- 


ная фаза ф, а фазовый угол $, целесообразно исключить $ из выраже- 
ния (14.3) и уравнений (14.4). 


Тогда, полагая = %-+%, получим вместо (14.3) следующее 


выражение: 


2—а008 ( Ри+8 ви, (а, Е) (а, те в .., (14.5) 


и 


в котором функции времени а и $ должны удовлетворять уравнениям: 


St eA, (а, 9) +62, (а, )-+.. 


2 — eB, (а, 9) + В, (a, 8) +... 


(14.6) 


Таким образом, нам нужно определить функции 
A, (а, 3), A, (а, $), fey В, (а, $), В» (а, 3), ss arg п (а, 3, о t) ’ 


У 
из (а, 3, a +), 


Tak, чтобы выражение (14.5), в котором вместо а и $ подставлены реше- 
ния уравнений (14.6), удовлетворяло основному рассматриваемому ура- 
внению (14.2). 

Дифференцируя (14.5), находим: 
dx 


Ou, ote da 


ae = {cos} +e Ft - = Е 
emer 2... | ae 
оной ota. hy (14.7) 
re Cee eee ИНО 
+2 aa ote ope ats |S at 
Bie sae eae н... a+ 
+{-asing-+e + чеже-...} ae 
+ {-acospte G+ oe Sey. } (4 2a 
ee | a2 voospte Set +e а Puts - p+ 


+{-a(4v) cos +e Sa с биз | а (14.8) 
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Далее, на основании (14.6) имеем: 


as os OB, OB, 3 
eae А, + зе В, te а 


Подставляя (14.5) и (14.8) в левую часть уравнения (44.2), учиты- 


вая при этом (14.6), (14.9) и располагая результаты по степеням пара- 
метра =, получим: 


a+(4 ee = eee a. — 2a © yeos § By + 
a Co eae ee cee 


—2a 2 vB, jeosd+[ —2A,B, и 
OB 


ав, 1 ‘i 
—a7 7A, -@-5 В | sing +25 ay Ay + 


420% B+ et (49) ua} +=. .. (14.10) 


o 


Раскладывая правую часть уравнения (14.2) по степеням малого 
параметра, находим: 


= {1 (м, в, =) — —Ach =e{—Aacosy + 
+7 (м, acos, —aZvsing | + 
+3? {fs (м, ас0$$, —a?ysing ) и, -- 
(м, а созф, —a2ysing ) (Ay cos p —aB, sing + 
+%)- ди, | +89. . (14.11) 


Приравнивая в правых частях (14.10) и (14.11) коэффициенты при 
одинаковых степенях в, получим для определения искомых функций 
следующую систему уравнений: 


uy 


2 
ie (4 у) u, =f, (а, vt, §) +2 7 vA, sind + 
+204 vB, cos) — Aacos), (14.12) 


Buy 


oe +(49)' Uy = f, (a, vt, y+[24 Руд, +a Fi А, ра" В, + 
+24,B, | sind 4 [ 20 2 : 1, 284,94, + aB? | cose, (14.13) 
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где введены обозначения: 
ho (а, vt, $)=/(м, 4608ф, —а Pysing ), (14.14) 
f, (а, vt, = (м, а60$ф, —а Рузшф ) uy + 
j у Oo ‘ Ou,” 
+ fe (м, acos), —a 2ysing ) (A; cos $ —aB, sin y +5 ) — 


—An,—24, 2% В 2 | (44.15) 


Hak и в ранее изложенных случаях, f, (a, vt, >) являются периоди- 
ческими функциями с периодом 27 по обеим угловым переменным vi, ф 
[A; (а, $) и В, (а, 3) — периодические функции по отношению к $ с пе- 
риодом 2%]. 


Найдем из уравнения (14.12) и, (а, vt, a ve + +) ‚ А, (а, 3) и В, (а, 9), 
соблюдая условие отсутствия в выражении для и, (4, t, 2 t+9 ) чле- 
нов, знаменатели которых могут Е: в нуль. 

Представляя функции и, (4, vt, 7 vt -- 3) и (а, vt, aut $) в 
виде конечных сумм Фурье, имеем: 


tte +m (2 vi+8) } 


7 (4, vt, м) = x 2 ит ( a ; (14.16) 


i {nverm (2ve+e)} 


hy (а, м, Риз) = ХУ a ‚ (14.47) 


где 
2n 2x 
sa (a) = из \ fy (a, 8, b) et (r9+m4} 40 de, 
оо 


причем следует заметить, что фактически в случае, если правая часть 
dz 
уравнения (13.1) ¢f (м, x, = является полиномом по OTHOMICHHIO Kt, ‘у; 
и содержит конечное число гармоник по переменной vi, то разложения 
(14.17) могут быть найдены при помощи элементарных тригонометри- 
ческих преобразований. 
Подставим правые части выражений (14.16) и (14.17) в уравнение 
(14.12). В результате получим: 


ее". 
_ > 3 ео (a BS [пет (Рич+ь)} 


ЭР. 2 = и: 2 
+ 2a 2 vB, cos ( 4 и-}) Аасоз (2+8), (14.18) 


i{nve+m (@ vi+e)} 


it и (а) = 


+2 Руд, зт( 2 ot4) + 
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откуда, приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках, нахо- 
Дим: 


u?, (а) = Лит (a) (14.19) 


(Ру). —(m+mby 


для всех п, т, удовлетворяющих условию 
(2) (ny m2? >: 0 
— — — у 
ха q a q # 
или эквивалентному условию 


па (т +1) р #0; 
получаем так же соотношение для определения А, (а, $) и В, (а, %): 


2 Рэдузт( Рм+8)+( 242+, — 4a ) соз (2+8) + 
пут |= \ +3 
>> е О > (а) =0. (14.20) 
т т 
[ng+(m+t 1)р=0] 
Подставляя значение т (а) (14.19) в правую часть формулы 
(14.16), находим: 


i{nwtm (2 vi+e)} 
10> (a) € а 
и (а, vt, Pu+8)=>, > Aa 42 
п т (4. )-( mam Py ) 
[nqt+(mk1i)p#0]\ 9 \ Ч 
Обратимся теперь к уравнению (14.20). Суммирование в нем, как 


указано, идет по всем целым п, т (положительным, отрицательным 


и нулевым), для которых 
па-+ (т + 1)p=0. (14.22) 


Поэтому В данной сумме имеются комплекслые экспоненты вида 
г Pp), . v 
a {(n+m 2) vt +mo} = 1 | (ng-+mp) С t+ma} zy 


7 = [ЕР четв } м. [= (Рив) ета 193] 7 


= {cos (2 w +0) = isin (2u+9)} ei (тЕ1 $. 


Заметим, кроме того, что в силу (14.22) m+1 делится на 4, так 
что мы можем записать этот сомножитель в виде дс (— © «в< о). 


Приравнивая коэффициенты при cos (Риз) и sin (4 ve +5) B 
(14.20), имеем: 


2к 27 2 
А, (а, $) = ep >) eiasd \ ( ho (a, 0, $) e—ias®’ sin $ 48 dd, 
5 | 
В, (а, 3) = 5 = = 
Qn 2m (14.23) 
42a ру У gia? \ \ ho (a 9 $) eget? cos $ dé db 
5 0 
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В формулах (14.23) суммирование производится для всех значений 
‹, как положительных, так и отрицательных, для которых интегралы, 
стоящие под знаком суммы, отличны от нуля. Эти интегралы будут 
отличны от нуля для тех значений с, для которых суммарный показа- 
тель соответствующей экспоненты (полученной после разложения в ряд 
Фурье подынтегрального выражения) равен нулю. Таким образом, если 
правая часть уравнения (13.1) является полиномом относительно х, 
ae cosvt и sinvi, то с будет принимать конечное число целых значений. 
Итак, в первом приближении для резонансного случая решение 
уравнения (13.1) будет: 


\ 
z=acos(2w+9) , 
q 


где аи > должны быть определены из системы уравнений 


2% 2к 
а : epee } 
и = № ciace ( ( fo (а, 6, ф) e~i2°*" sin ф dé dd, 
: жа (14.24) 
43 _ А | р 
dt =o то» elas? \ (fo (а, 8, $) eee cos $ 49 4$. 
5 оо 


Так как в резонансном случае предполагается, что расстройка eA 
является величиной первого порядка малости, можем с той же степенью 
точности систему уравнений (14.24) представить в виде 


2% 2к 
аа , ) 
= — 2 eiged \ \ fy (а, 6, ) ем" sin db dd, | 
р on 2 $ (14.25) 
Р 3 —igsh’ 
А И 
Зная выражения для и, (а, vt, Pte), A, (a, $) и В, (a, 3), можно 
в соответствии с (14.15) найти явное выражение для д (а, vt, 2+), 
после чего из уравнения (14.13) получим выражения для 4. (а, 9$) и 
В. (а, 3), необходимые для построения второго приближения: 
q 0B ЭВ 
A, (a, = 55 [ose Ate Gi В, +24, | = 
2n 2x 
~ hg Dew \ лба, в germ sin аа, 
: a (14.26) 


_ g 0A, OA, а 
В, (а, ») one [ Gat Au + Spt В, — a = 
an In - 


> е!4°3 \ \ f(a, 8, b) е 99° созф di dy. 
в 0 0 } 


— Заур 


Перейдем теперь к рассмотрению самого общего случая. 

Пусть требуется исследовать поведение системы как вблизи резонан- 
са, так и для подходов к резонансной области из нерезонаненой зоны. 
Для этого необходимо построить такие приближенные решения, которые 


176 ВЛИЯНИЕ ВНЕШНИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИЛ ira. ш 


давали бы возможность изучить поведение системы для достаточно 
большого интервала частот и из которых как частные случаи можно 
было бы получить выведенные выше формулы как для резонансного 
случая, так и для нерезонансного. 

Здесь мы уже не можем считать, что расстройка мала, и поэтому 
приближенное решение должны искать непосредственно для уравнения 
(13.1); кроме того, в выражения для мгновенной амплитуды и частоты 
надо ввести зависимость от угла сдвига фаз. 

Таким образом, решение, как и выше, ищем в виде ряда 


=acos( £ w+ +=, (a, vt, b) + uy (a, м, b)+..-, (14.27) 


где аи $ должны быть определены из следующей системы дифферен- 
циальных уравнений: 


4 — 2A, (а, 8) + 24, (а, 3) +. 
(14.28) 


Bo — Pv 40B,(a, 9)-+ By (а, +... 


. 


причем разность о— у не обязательно мала. 


Здесь, как и всегда, и, (а, vt, $), и» (а, vt, >) обладают периодом 2® 
по отношению к обеим угловым переменным ф и vi, а А, (а, $) и 
В, (а, 3) (i=1, 2,...) периодические, с периодом 2x, по отношению 
к угловой переменной $3. 

Для определения всех этих функций мы могли бы применить не- 
однократно использованный прием непосредственного дифференцирования 
разложений (14.27) и подстановки результата в основное уравнение с по- 
следующим приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях. 
Вместо этого воспользуемся здесь рассуждениями, аналогичными тем, ко- 
торые были применены при изложении метода гармонического баланса. 

Для получения первого приближения рассмотрим главную гармонику 


х=а00$ $, = vt +3. (14.29) 


На основании принципа гармонического баланса при подетановке 
(14.29) в уравнение (13.1) с учетом системы уравнений (14.28) главные 
гармоники в левой и правой частях уравнения (13.1) должны быть 
равны. 

Для получения второго приближения мы, естественно, при опреде- 
лении главной гармоники в левой части уравнения (13.1) должны 


dz 
учесть члены при =?, a в выражении для } ( w, т, =) должны учесть 


члены с ги. (а, %, 9). 
Таким образом, во втором приближении для главной гармоники 
„левой части уравнения (13.1) сразу получаем: 


главная гармоника {Seto} = {в [(o-4y) “i — 20aB, | + 

+2 (o-v2) ar 2a ов, +241 4, +24 В, — Bra a} } cose — 

—{e[(o-2v уаз, | +8 [(w—2v) a Bt А, 
sek A, + 5 By + 24,B, | } sin $. (14.30) 
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Подставляя в правую часть уравнения (13.1) z=acos>-+ eu, (а, vt, $), 
получаем с точностью до величин второго порядка малости для глав- 
ной гармоники следующее выражение: 


4х 
главная гармоника {ef (м, т, zt = 
; р 
[мт (Рм+8)} 


=< > 1% (а)е 


п, т 
[па-- (т: 1) р=0] 


+2? У  №@е 
n,m 
[nq+(m+1)p=0] 
; 27 2% 
= 2 {oosp 5 > 2948 | ( fo (a, 8, ¥) 6-H” сов 04+ 
¢ 0 0 
Qn 2a 


+ sin boa > 6129 ( \ р (a, 8, ) #995" sin dO ay \ + 
5 0 г 


i{nvt+m (2 w+e)} = 


man 


\ | fala, 8 феи" cos} dO db + 


0 
7% 


4 : 
32 eae 8 
- = {cos ani у ©" 
с 


+ sin > — yee 


с 


=} ее. 
wy 


WA a, 6, феи sing 904}, (14.31) 
0 


где введены обозначения: 
fo (а, 8, $) =f (8, acosp, —aw sin 9), (14.32) 
у: (a, 6, $) =f, (8, а cos ф, —awsin))u,+fx (0, асозф, —aw sin) xX 
x ecm Е пы 


да 4 93 
_ диз _Р. в 9 Muy ( pee Ру) a 1 
Е 2 уз В, (© ¥)— 250884 
9 OP о OM 
25 B,- 25 on Ay. (14.33) 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках в выраже- 
ниях (14.30) и (14.31), получаем в первом приближении: 


2к 2% 


(o-29)5 “ — 2awB, =a oe \ fol 6, $) e499 cos 40 dy, 


—- 2n 


(o-Fr)o Brann Bere (Tha, Dem nya 
* 


Е 


Ne ee ee 


> 
> 


(14.34) 
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во втором приближении: 


(w-2y La eS ee {38 A+ Bi ав? 4 


re 
2n 2 
я 9 р ла, 6, деве cos ф di dy, 
5 00 


2n Qn 


+24,B,}—5 set om | ) Я (а, 6, $) зтфав4$. (14.35) 


Выражение для си. (а, vi, $) определяем как вынужденные колеба- 
ния, возбуждаемые в х действием высших гармоник внешней силы 


ах г 
=} (я, т, =) в режиме гармонических колебаний (= = 4 ©0$ $, 
dx 


-+ = am sin ф 
i(nvi+my) 
eu, (a, vt, $) = >) Pow Emap fim (a ), (14.36) 
Eng-+ (mie )p+e0] 
где 
2% 27 
fin (a) = zs \ \ fy (a, 8, дет 6 dd. (14.37) 
0 


Заметим, что в предыдущих случаях, «резонансном» и «нерезонанс- 
ном», мы могли бы первое и второе приближения построить также, при- 
меняя изложенный метод гармонического баланса. 

Скажем еще несколько слов по поводу определения А, (а, $) 
В, (а, 3) (1=1, 2) из систем уравнений (14.34) и (14.35). 

Правые части этих уравнений периодические по $ и предста- 
вляют собой суммы Tuna >) Ё, (а) е!""®, поэтому и решение для A; (а, 9), 
В: (а, $3) i= 1, 2) мы должны искать в виде аналогичных сумм. В ‘резуль- 
тате все выкладки при определении А; (а, 6), В; (а, 5) (1=1, 2) сводятся 
к чисто тригонометрическим операциям. 

Нетрудно заметить, что из выведенных нами формул для исследо- 
вания как резонансной области, так и подходов к ней можно получить 
все ранее найденные формулы. Так, полагая в уравнениях (14.34) 


w—ty=eA, находим с точностью до величины первого порядка мало- 


сти выражения для А, (а, $) и В, (а, $) (14.23), полученные в случае 


резонанса. 

Резюмируя, приведем схему построения решения уравнения (13.1) 
в первом и во втором приближениях для самого общего случая. В каче- 
стве первого приближения принимаем: 


x =a cos (4 и») : (14.38) 
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где а и $ должны быть определены из уравнений: 


4 
<= 9A, (а, 3), | 


- (14.39) 


P 
qe 28 (0; 9), | 


в которых 4, (а, $) и В, (а, $3) — частные, периодические решения 
системы (14.34). Во втором приближении полагаем: 


Р 
x=acos( 2 w+) ey (а, vt, Puts) у (14.40) 
где а и $ определяются уравнениями: 
4 
ар = Аз (a, 3) + =А, (a, 9), 


a _ 
dt 


(14.41) 
oF vt eBj (а, $)+B, (a, 9), 


в которых A, (а, %), В, (а, 3), А, (а, 3), В, (а, 3) должны быть найдены 
из систем (14.34) и (14.35), а и, (а, м, Ри) по формуле (14,36). 
\ 


Заметим еще раз, что уравнения второго приближения (14.41) 
с учетом выражений для А» (а, $) и В.(а, 3) (14.35) кажутся доста- 
точно сложными только потому, что они записаны в самом общем виде. 
Для конкретных примеров даже во втором приближении мы получаем 
сравнительно простые уравнения, определяющие амплитуду и фазу 
колебания (см., например, уравнения (13.56) и (15.38)). 

Остановимся на рассмотрении первого приближения. 

В отличие от нерезонансного случая здесь в уравнениях первого 
приближения (14.39) переменные не разделены, и мы имеем систему 
двух взаимно связанных уравнений для определения двух неизвест- 
ных аи $. 

Заметим сначала, что для достаточно больших р и4 ввиду сделан- 
ного ранее предположения о полиномиальном характере функций 


x 
(2,4 ) первое приближение в резонансном случае не отличается от 


нерезонансного случая. Действительно, для Достаточно больших ри 4 
в суммах, стоящих в правых частях уравнений (14.39), останутся 
только члены, соответствующие о=0(0, которые совпадают © выраже- 
ниями (13.35), полученными в нерезонансном случае. 

Таким образом, эффект резонанса сказывается, вообще говоря, при 
небольших значениях чисел ри (0. 

Возвратимся к рассмотрению уравнений первого приближения (14.39). 

Так как правые части этих уравнений зависят от а и от $, то про- 
интегрировать их в замкнутом виде в общем случае не удается. Каче- 
ственный характер решений может быть, однако, исследован и в общем 
случае с помощью теории Пуанкаре, потому что здесь мы имеем дело 
с двумя уравнениями первого порядка. 

Согласно основным результатам этой теории (см. гл. Ш) можно 
утверждать, что всякое решение*) уравнений (14.39) приближается 


*) Следует иметь в виду, что для всякого решения величина а должна оста- 
ваться конечной. С физической точки зрения это ограничение всегда выполняется, 
так как амплитуда колебаний не может неограниченно возрастать. 
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Cc возрастанием временя или к постоянным решениям 
a=a;,, }=% (i=1, 2, ...), 


определяемым из уравнений 


А, (а, 3) =0, оф еВ, (а, 3) =0, (14.42) 


или к периодическим. 


Таким образом, получаем два основных тина стационарных колеба- 
ний: колебания, соответствующие постоянному решению или, как говорят, 


«точке равновесия» уравнений (14.39), и колебания, соответствующие 
периодическому решению. | 


В первом случае колебания в первом приближении совершаются 


с частотой, точно равной с и находящейся, следовательно, в простом 


рациональном соотношении с частотой возбуждения. Поэтому такой 
режим колебаний называется синхронным. 


В высших приближениях (см., например, формулу (14.21)) в выра- 


р в ру 
жении для и, ( a, \, ger’ ‚ кроме основной частоты а присутет- 
~ Jf 


с У 
вуют, вообще говоря, и другие обертоны разделенной частоты — . 


В случае, если в системе существует постоянное решение типа а =0, 
соответствующее отсутствию собственных колебаний, выражение для 


u, (а, vt,2vt+9 ) (14.21) будет то же самое, что и в нерезонансном 
1 р 


случае (13.34), и представляет собой гетеропериодический режим коле- 
баний. 


Исследуем вопрос устойчивости стационарного синхронного режима. 
Для определения устойчивости постоянных решений a, и %,, определяе- 


мых уравнениями (14.42), необходимо образовать соответствующие им 
уравнения в вариациях. 


На основании (14.39) уравнения в вариациях можем записать в виде: 


WT Aja (Go, 30) 8a + ®А41ь (Ay 4) 68, 
ast (14.43) 
“a = ®ВНа (4, %o) ба +-eBis (ay, №) dd. 

Характеристическое уравнение для системы (14.43) будет: 


| eAjg —A eAjs 
`В В =0, (14.44) 
или 

№2 — (eAja+ =еВ1ь) ^-| =? (А4 В+. — BigAis) =0. (14.45) 

Из (14.45) получаем следующие условия устойчивости для рассматри- 
ваемых синхронных стационарных колебаний: 

Aja (а, $9) + Bis (4, %) < 0, (14.46) 

Aja (ас, $.) Bis (а, 9.) =>”. А! (ас, 9.) Bia (Gos %) > 0. (14.47) 


Во втором случае, соответствующем периодическому решению урав- 
нений (14.39), в первом приближении колебание будет совершаться 
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с двумя основными частотами — с частотой w или -Ру-|-Аю и частотой 


В 2= 
биений До, где Aw = = (Т — период данного периодического решения). 
Эти колебания называются асинхронными. 


В качестве примера, иллюстрирующего характер синхронного 
и асинхронного режимов, рассмотрим ламповый генератор, находящийся 
под воздействием внешней периодической силы с частотой у. 

В случае, если генератор составлен по схеме, приведенной на рис. 78, 
дифференциальное уравнение, описывающее колебательный процесс, будет: 


of pote —o? [4 —(M —DL) % | (14.48) 


где Г, — симоиндукция, М — коэффициент взаимной индукции, В — сопро- 
тивление, Г) — проницаемость лампы, ®= 


—— -—— собственная частота 
VLC 
линейного контура, С —емкость, i, =f (E,+ F cos vt +e) — характеристика 
лампы (1, —анодный toK), E=#,+F cosvt+e—wonnoe управляющее 
напряжение, Е, — постоянная слагающая полного управляющего напря- 
жения, F с03% — слагающая нелинейного управляющего напряжения, 
вызываемая внешним возбуждением, е— 
слагающая управляющего напряжения, про- 
исходящая от колебаний в контуре. 
Рассмотрим случай, когда f(E,+u), 
ге u=e-+Fcosvt, является кубическим 
полиномом: 


1(Ео-- и) =f (Ep) + бой + би — бий, (14.49) 


в котором 5, > 0. 
Предположим, что члены, стоящие в Рис. 78. 

правой части уравнения (14.48), малы; тогда 

колебания будут близки к гармоническим, и мы можем построить 

приближенное решение уравнения (14.48), воспользовавшись приведен- 

ными выше формулами. 


Будем рассматривать «резонансный» случай, когда p=1, q=2, 


т.е. wr 
. @. =>. 


Уравнение (14.48) перепишем в форме 


ПИН 


Fcos vt 
3 м 


0000 


т —(M — DL) Ge | ee («— 7) е. (14.50) 
Решение в первом приближении ищем в виде 
e=acosh, ф=5 2+8, 


где а и $ должны быть определены из системы уравнений 


а as 
eA (a, 3), qn Pa (а, 3), 


для составления которой воспользуемся методом гармонического баланса. 
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Подечитаем главные гармоники в левой и правой частях уравнения 
(14.50); имеем (см., например, (14.10)): 


2 2 
главная гармоника Е +5 с] =eA,(a, $) узшф —=В, (а, $) а» с0$ф; 


главная гармоника { — о? + a (M —DL) я (Е + Е cos vi + e)| — 
| 3 | 
(w? as ер= — 38 Е а3-| Е a| + 
ee ne = OL a5 | Se 
2 
+o ae cos 2} sing — “ а (в и — SF sin 23} cos , 


Ms ee en es 
ono ter иг. 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках и ‘учиты- 


где обозначено: 8, = 


У 
вая, что ®-- > = у, получим для определения а и $} следующую систему 


уравнений: 
3 
So—S cp — > Sok? 
day 355 3 neue Dee, | або 
peices = аа cos 2$, 
ai ‘| is ¢ + Son toe (14.51) 
49 У Sy FSo : 
= ZT хуи sin 2$. 


Ввиду того, что во второе уравнение системы (14.51) входит только 
одна неизвестная функция $, оно может быть проинтегрировано с помощью 
квадратуры. 

Однако, мы остановимся на другом вопросе. 

Исследуем, при каких соотношениях между частотами w и у, а также 
коэффициентами полинома (14.49) в генераторе будут существовать ста- 
ционарные колебания. 

Допустим сначала, что 


505аЕ 


< 25ы 


(14.52) 


--: 


Тогда, интегрируя второе уравнение системы (14.51), получим: 


9() > 5, (14.53) 
tc 
где 
У 
1 a 
8, = =: arcsin 2 Sa Ser (14.54) 
о 


Из первого уравнения системы (14.51) при выполнении (14.53) 
находим: 


a(t)—> a, | (14.55) 


{> со 


где а’, определяется из уравнения 


(5%—5.— 3 56-5. cos 2% 4—4 15: =0. — (14.56) 
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Если 
5 — бе —3s, Е? НЫ 15 LF cos 28, < 0, (14.57) 


то, очевидно, 
а = 0. 

Таким образом, при выполнении условий (14.52) и (14.57) в гене- 
раторе устанавливается гетеропериодический режим — единственный воз- 
можный в данном случае стационарный режим. 

Пусть теперь 


Sy — Sep — 2 Sof? + 5 SyF 0828, > 0; (14.58) 


тогда решение а, =0 неустойчиво и система будет самовозбуждающаяся. 
Из уравнения (14.56) находим значение ао: 


4 3 1 
= Их [5—5 —2.5,24+15.Ё 00828, |. — (14.59) 


Таким образом, при выполнении условий (14.52) и (14.58) в рас- 
сматриваемой колебательной системе устанавливается синхронный режим 
и в первом приближении 


e=a,cos( 51+ ) | (14.60) 


где а, и %, определяются выражениями (14.59) и (14.54), т. е. в гене- 
раторе устанавливаются стационарные колебания с постоянными ампли- 
тудой и фазой и с частотой, равной половине частоты возбуждения. 


Согласно условию (14.52) расстройка резонанса |“-5| не должна 


при этом превосходить некоторой величины. Иначе говоря, синхронный 
режим возможен при достаточно малых значениях расстройки. 
Рассмотрим теперь случай, когда ®, оставаясь достаточно близкой 


У » 
к >, так что условия применимости уравнений (14.51) выполняются, 


удовлетворяет неравенству 


о | ; (14.61) 


file 
| 28 op 


Тогда, проинтегрировав второе уравнение системы (14.62), можно 
представить $ в виде 


$ = Awt + ® (Aw? + 6), (14.62) 
где 0 произвольная постоянная, Ф (9) — периодическая функция 0 
© периодом 2, 
№ ==, г- re =. (14.63) 
0 o> O54 Sin Au 


Нодставляя значение $ (14.62) в первое уравнение системы (14.51), 
получаем для определения стационарных значений амплитуды уравнение 
первого порядка с периодическим коэффициентом. 

Это уравнение допускает решение а =0, соответствующее гетероперио- 
дическому режиму. Вопрос об устойчивости решения а =0 зависит от 
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знака выражения 


5—5.—2 5:23 15.Е 6082, (14.64) 
где cos23 обозначает усредненное значение cos 2$ по периоду Т: 
T 
cos 28 = = | cos 2$ 4. (14.65) 


Благодаря (14.63) имеем соз 23 =0, и поэтому выражение (14.64) 
принимает вид 


5—5 — 3 58°. (14.66) 


Если выражение (14.66) отрицательно, то самовозбуждение отсут- 
ствует и гетеропериодический режим а=0 устойчив; если же выраже- 
ние (14.66) положительно, то в системе имеют место самовозбуждение и, 
следовательно, неустойчивость гетеропериодического режима. 

Итак, при выполнении условия (14.61) и условия 


5—5=—8.5,2> 0 (14.67) 


можно показать, что 
а (t)—> A (Awt + 6), (14.68) 
too 


где A (Awt-+6)—coorsercrBylomee периодическое решение с периодом 


2 
Т = первого уравнения системы (14.51) после подстановки в него 


значения $ из (14.62). 
> У 
В частности, при достаточно больших значениях расстроики | (0) -—> 


получаем приближенно: 
А (9) == a, (14.69) 


a3 = 55-( 5)— Se — 5 Sal” ), 
т. е. значение стационарной амплитуды в нерезонансном случае. 

Итак, при выполнении условий (14.61) и (14.67) в генераторе уста- 
навливается стационарный двухчастотный режим — асинхронные колеба- 
ния. В первом приближении для стационарных колебаний получаем 
выражение 


где 


e= A(Awt +6) cos [ (gt Ao) 2+ 640 (dos +6) |, (14.70) 


в котором + + Aw — основная частота, а амплитуда A(Awi+6) и фаза 


6-+ Ф (Доё | 6) колеблются с частотой биений До. 

Анализируя выражение (14.70), нетрудно заметить, что в этом слу- 
чае при удалении от резонанса колебания приближаются к нерезонанс- 
ным колебаниям вида 


е=а соз (&ё -- 8). 
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Этот факт, очевидно, имеет место и в самом общем случае. Исследуя 
общие уравнения первого приближения (14.39), можно показать, что 


» У 
при увеличении расстроики jo- | «резонансное» первое приближение 


непрерывно переходит в «нерезонаясное». 


$ 15. Воздействие синусоидальной силы 
на нелинейный вибратор 


В качестве частного случая колебательной системы, описываемой 
уравнением (13.1), рассмотрим нелинейный вибратор, находящийся под 
воздействием гармонической силы. Колебания такой системы, как ука- 
зывалось выше, описываются следующим дифференциальным уравнением: 


а 
mia + ke =e} (2 Fe) +eEsinvt *). (15.1) 


Анализируя во введении это уравнение, мы пришли к заключению, 
что в первом приближении может быть обнаружен только основной 
резонанс. 

Итак, пользуясь ранее выведенными формулами, построим приближен- 
ные решения уравнения (15.1) в случае основного резонанса (р = 1, g= 1). 

Согласно (14.39) и (14.40) в первом приближении ‘имеем: 


z=acos(v+9), (15.2) 
где а и $ должны быть определены из системы уравнений: 
27 
g ] 
7 ame ear №, ф) sin 6 dp — m(o 508, 
2% (15.3) 
as 


Е : 
ду неа | №, в + afore sin 


Во втором приближении полагаем 
= а с03 ф + ги, (а, $), (15.4) 


где и, (а, $) определяется как вынужденное колебание, возбуждаемое 
в системе высшими гармониками внешней силы в режиме синусоидаль- 
ных колебаний: 


eimd 
и; (а, $) => р ow? (1—m?) fa (a), 
mat 
m (a) =5, f fo (a, 9) e~im9 de, 


*) В данном случае предполагается, что амплитуда внешней гармонической 
силы мала. Если, исходя из физических соображений, такого вывода сделать нельзя, 


то имеем уравнение 
moe иж: («4 2, ae 7) +Esinst, 


В Е. 
которое заменой аа sin vi приводится к уравнению типа (13.1). 
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aau > должны быть определены из системы уравнений второго при- 
а для построения которой воспользуемся формулами (14.34) 
и (14.35). 
Сначала находим согласно (14.31) и (14.32) главную гармонику 
функции 21 (а, $): 
главная гармоника {=2}, (а, >)} = 
2n 


=‘ о 9) cos dy +! “at Vi §) sing dy, 


где обозначено: 


р (а, $) =]; (608$, — aw sin $) и; (а, 9) + 
-- fx (а cos), — а® sin $) [ A: 08$ — aB, sing + 33 (w—y) |. 


Далее. согласно (14.35) для определения А, (а, $) и В, (а, $) состав- 
ляем систему 


т [ (@ —») Set — 205 В, | = 
2% 


= —т [4+ FB, ав | +1 Ala, $) cosh ae, 
0 


m[ w—wast 24.20 А, |= 
2 
В д 4 = : 
=—m [а A +a GP By + 24,2, | —4 \ /, (4, $) sin odd. 


После этого, зная A, (а, $), A, (а, 8), В, (а, 9), В, (а, 3), не представ- 
ляет труда составить уравнения, определяющие а и $, во втором при- 
ближении. 

Остановимся подробнее на исследовании первого приближения. 

Как и в случае нелинейной системы, находящейся под воздей-. 
ствием возмущения, не зависящего явно от времени, положим для 
сокращения (см. (7.4)) 


№ (@) = аъ =f fo (а, >) sinvdy, 


(15.5) 


—— eee 


ее т, $) созф 4$ 
0 


и заметим, что введенные параметры A, (а), А, (а) являются соответственно 
эквивалентным коэффициентом затухания и полным эквивалентным коэф- 
фициентом упругости для рассматриваемой колебательной системы в «CBO- 
бодном» состоянии при отсутствии внешнего возбуждения, т. е. для 
системы, описываемой уравнением вида 


moa tke =ef (a 11). (15.6) 
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После этого уравнения (15.3) можно записать следующим образом: 


аа = 8 

ее Ge (a)a— cos $, у 

ыы eT) \ (15.7) 
Lae (a) —v+ oti 

dt £ ma (w+) ; J 


ke (a 
в, (а) = y/ являются соответственно эквивалент- 


ным декрементом затухания и эквивалентной частотой нелинейных с0б- 
ственных колебаний, описываемых уравнением (15.6). 

Рассмотрим стационарные режимы колебаний. Для получения в пер- 
вом приближении стационарных значений амплитуды a и фазы $ необхо- 
димо приравнять нулю правые части уравнений (15.7), после чего получим 
<оотношения: 


= 
— 6, (а) a— ——— cos 8 =0, ] 
в \ (15.8) 
и, (2) — У sate pa Sind = 0, ) 


или © точностью до величин второго порядка малости следующие COOTHO- 
пения; 


2my аб, (а) = —Ё cosd, 
та [2 (а) —У] = —eE sin}, 


откуда, исключая фазу $, находим зависимость между амплитудой ста- 
ционарных колебаний и частотой внешней силы: 


m?a? [(®г (а) — )* + 48; (а)] = г? Е?. (15.10) 


Полученные нами уравнения (15.9) и (15.10) совпадают с уравне- 
ниями, которые в классической линейной теории используются для 
определения амплитуды и фазы вынужденного колебания 


= acos (vi +9) ‚ (15.11) 
в системе с массой т, коэффициентом упругости А, (а) и коэффициентом 


.. Ке (а 
затухания A, (а) (и соответственно с частотой w, (а) = О и декро- 


я 


Ле (а [В s 5 
ментом 4, (а =), находящейся под воздействием внешней синусо- 


идальной силы ef sin vi. 

Поэтому можем сформулировать следующее правило. Пусть дана 
некоторая нелинейная система, находящаяся под воздействием внешней 
синусоидальной силы с частотой, близкой к собственной частоте системы. 
Требуется найти значения амплитуды и фазы стационарного синхрон- 
ного колебания (15.2). 

Для этого, линеаризируя данную колебательную систему в свобод- 
ном состоянии (т. е. не принимая во внимание внешней силы =Ё sin vt), 
определяем функции амплитуды — эквивалентный декремент и эквива- 
лентную частоту собственных колебаний. 

Подетавив найденные значения в классические соотношения линей- 
ной теории колебаний (15.9) и (15.10), получим уравнение для опреде- 
ления искомых величин амплитуды и фазы. 
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Настоящее правило сформулировано для частного случая колебатель- 
ной системы, описываемой дифференциальным уравнением (15.1), однако 
оно может быть распространено и на более общие случаи колебательных 
систем. 

Выведем условия устойчивости для рассматриваемых синхронных 
стационарных колебаний. 

Для резонансного случая уравнения первого приближения (15.7) 
с точностью до величин второго порядка малости могут быть представ- 
лены в виде 


2 a = — 208 (а) — = cos 9, 
eh. 
2va 4 Le = [w, (а) — У] a+ —sin 8, (15.42) 
a уравнения стационарных синхронных режимов —в виде 
6 15.13 
в (15.13) 


где через А (а, 3) и O(a, $3) обозначены соответственно правые части 
уравнений (15.12). 

Пусть а и $ — какие-либо решения уравнений (15.13). Для исследо- 
вания вопроса 06 их устойчивости воспользуемся выведенными ранее 
условиями (см. (14.46), (14.47)). Применительно к нашему случаю они 
будут иметь следующий вид: 

aR, (а, 5) + $; (a, $) < 0, (15.14) 


В; (а, 3) $$ (а, 3) — $ (a, 3). (a, 8) >0. (15.15) 


Раскроем смысл этих неравенств. 
Из (15.14) имеем: 


aRg (а, )-+ © (а, 8) = — 248, (а) — 2 M2) 4 eos g, 


откуда, принимая во внимание первое уравнение системы (15.12), находим: 


aR (а, 9) +§ (a, 9) = — 2va Le) в, (a) = —2 1) (15.16) 


Имея в виду введенные обозначения (15.15), можем написать: 


2988, (а y=, (а), (15.17) 
где 
2n 
W (a) = 5 \ ef (a cos (wt +), — aw sin (wt + 8)) aw sin (wt +9) 4 (wt+9) 
0 
(15.18) 


представляет среднюю мощность, рассеянную силой (2,1 a %) при коле- 
баниях 
x =a cos (wt +4). 


При обычных законах трения W (a) возрастает вместе с амплитудой, 
так что 


W' (а) > 0. 
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, Таким образом, если ограничиться рассмотрением систем с обычным 
законом трения, то условие (15.14) согласно выражениям (15.16) и (15.17) 
будет всегда выполняться. 

Рассмотрим теперь условие (15.15). Для этого исследуем зависимость 
зи $ — решений уравнений (15.13) —от частоты у. 
Дифференцируя (15.13) по у, получим: 


, d , ad} ’ 
Re + R= —R,, 
‚ da ‚ а (15.19) 
Ф. ‚+ ® Pe. —Ф,, 
откуда находим: | 
(Ras — 0,5) EF = ORs — RYO}. (15.20) 
С другой стороны, из (15.13) имеем 
В = sind, Ri = — 28, (a) а, 
(15.21) 


, Е ta 
Ф; = — cos 8, Ф, = — 2va, 
в связи с чем правую часть (15.20) можем записать следующим образом: 
Ф.А; — В; = 2ae( —» 2 sin 8-8, (a) п 0088), 


или, учитывая уравнения (15.9), в виде 
Ф.А; — В.Ф; = 2va? [(в (а) — 5?) — 202 (а)]. (15.22) 
Таким образом, из (15.20) и (15.22) вытекает, что 


(Raj — $5 В) 9% = 2 (оз (a) —*) — 282 (а)]. 


После этого очевидно, что условие устойчивости (15.15) может быть 
атредставлено в виде 


a > 0, если w3 (a) > v? + 283 (a), 
У 

da (15.23) 
, qe <0, если о (а) < + 28; (а), 


или © точностью до величин первого порядка малости (63 (а) — величина 
второго порядка малости): 


5. > 0, если в, (а) >, 
г (15.24) 
ao 0, если w, (а) <», 


Полученные условия устойчивости (15.24) очень удобны при графи- 
чеёком представлении зависимости амплитуды от частоты. 

В самом деле, воспользовавшись уравнением (15.10), построим кри- 
вую (рис. 79) 


а=Е (у) (15.25) 
{резонансную кривую), а также построим кривую 


a=F,(v), (15.26) 
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определяемую уравнением точного резонанса 
We (a) = 


(так называемую скелетную кривую). 

Тогда на ветви кривой (15.25), лежащей левее кривой (15.26), 
устойчивыми (т. е. соответствующими устойчивым амплитудам) будут 
те участки, на которых а возрастает вместе с у; на ветви, лежащей 
правее кривой (15.26), наоборот, 
устойчивыми будут те участки, на 
которых а убывает с возрастанием у. 

Графическое построение делает 
наглядной зависимость устойчивой 
стационарной амплитуды от частоты 
возбуждающей силы и, в частности, 
позволяет определить точки срыва и 
скачка, обусловливающие гистере- 
зисные явления, характерные только 
для нелинейных систем. 

В качестве конкретного примера 
рассмотрим нелинейный вибратор с. 
жесткой характеристикой нелинейной восстанавливающей силы (Ё = 
=с1-- 413), находящийся под воздействием внешней синусоидальной си- 

Пусть колебания о описываются уравнением вида 


Рис. 79. 


М pie ~ + cx-+ 428 = Е sin vt, (15.27) 


где х — координата, определяющая положение системы, t — время, т — масса. 
системы, В — коэффициент сопротивления, Ё = сх-- 443 — нелинейная вос- 
станавливающая упругая сила, Ё и у— соответственно амплитуда и частота 
внешней синусоидальной силы. 

Введем для упрощения безразмерные 2, и & по формулам: 


m= So, t= y it 


Тогда уравнение (15.27) можно представить в виде 


carer в та = Е} sinvt, (15.28). 


‘ Е а 
где о = т ‚ Е = = и= и для упрощения опущены индексы при x Hf. 


Допустим теперь, что в исследуемой системе трение, а также ампли- 
туда внешней силы являются малыми и, кроме того, характеристика 
нелинейной восстанавливающей силы достаточно близка к линейной. 

Тогда, сопоставляя уравнение (15.28) с (15.1), имеем: 


а. . 
ef (2 ‚5 )= i — 29, зЕ-Е,, (15.29) 


после чего, воспользовавшись формулами (15.2), (15.5) и (15.7), получим 
в первом приближении решение уравнения (15.18) для случая основного. 
резонанса в виде 


х=асо$ (%-- 3), (15.30): 
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где а и $ должны быть определены из системы уравнений 


da _ _ ba Е. cos $ 

a aes (15.34) 
pacer |e BaP Ао 

Fp ee Re ey < 


Перейдем сразу к рассмотрению стационарного режима синхронных 
колебаний. При таком режиме в первом приближении согласно (15.30) 
величина х будет изменяться по косинусоиде с частотой внешнего [воз- 
буждения и с постоянными амплитудой и фазой, определяемыми с точ- 
ностью до величин второго порядка малости системой уравнений 


—ba —Е, cost =0, 


а[ (14%) —* ] + тв =0. (532 
Согласно (15.5) для уравнения (15.28) имеем: 
5, (а) =8, в, (а)=1-4 3%. (15.33) 


Исключая из соотношений (15.32) фазу 8 (или непосредственно 
подставляя значения 6, (а) ио, (а) (15.33) в (15.10)), находим следующую 
зависимость между амплитудой стационарных колебаний‘ и частотой 


внешней силы: 
af [ (14) |] +e} = Е* (15.34) 


из которой находим: 
=f oi (a) + V4 г. (15.35) 


Нри помощи этой зависимости строим резонансную кривую (рис. 80), 
а также скелетную кривую, 
определяемую уравнением 


у (15.36) 


(рис. 80, пунктирная линия). 
При помощи полученной 
диаграммы согласно приведен- 
ному на стр. 190 правилу легко 
установить зоны устойчивых и 


неустойчивых амплитуд. 0 у 
Tak, устойчивым амплиту- ved 
дам будут соответствовать уча- Рис. 80. 


стки резонансной кривой МАВ 
и DCN. Точки Ви О будут являться точками срыва и скачка амплитуды. 
Диаграмма, приведенная на рис. 80, позволяет полностью проанали- 
зировать характер колебаний в исследуемой системе при изменении 
частоты внешней силы. Так, при увеличении частоты внешней силы, 
начиная от малых значений, амплитуда вынужденных колебаний 
нарастает сначала по кривой МАВ. В точке В происходит срыв ампли- 
туды — значение амплитуды скачком переходит в точку Си при даль- 
неишем увеличении частота изменяется по кривой CN. Если теперь 
начать уменьшать частоту, то амплитуда вынужденных колебаний 
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будет изменяться по кривой NCD. Дойдя до точки О, значение амплитуды 
перейдет в точку А и дальше будет изменяться по верхней ветви резо- 
нансной кривой АМ, | 

Заметим, что, говоря об изменении частоты внешней силы, мы 
подразумеваем очень медленное ее изменение, такое, что практически 
в каждый момент систему можно рассматривать как стационарную. 
Ниже этот вопрос будет более подробно рассмотрен в связи се явлением 


прохождения. через резонанс. 
Приведем теперь решение уравнения (15.28), соответствующее второму 


приближению. Согласно формулам (15.4) и (14.42) во втором приближе- 
нии имеем: 


x =acos (vt +8) cos 3(t +9), (45.37) 


rye a u $ должны быть определены из системы уравнений второго 
приближения: 


da da , 3a35 1 За? (7—9) _ В | 
7 [в Е, [15-88 (T+? ]cos® ty sin 9, (15.38) 
a} 3a? 52 15a 
a = + — в 256 
Е.Г 1 3a? (5— 35) ] ее ВВ 
3 Gs—se=a (+ sind ЕЕ (5) 008 8. 


‚ Как следует из выражения (15.37), во втором приближении по- 
являются высшие гармоники, и колебание уже не будет являться чисто 
синусоидальным. 

Приравнивая правые части уравнений (15.38) нулю и исключая 


угол $, получаем зависимость между амплитудой колебания а и часто- 
той внешней силы у во втором 


м приближении. При помощи это- 

го соотношения строим резонан- 
сную кривую во втором при- 
ближении (рис. 81, пунктир- 
ная линия). 

Как указывалось выше, в 
колебательной системе, описы- 
ваемой уравнением (15.1), в пер- 
вом приближений возможно 
обнаружить только один резо- 
нанс, а именно главный резо- 

Рис. 81. nance (p=1, g=1). Д te 

7] . Демульти 

пликационные резонансы замет- 
ны только при рассмотрении высших приближений. 

Для того чтобы проиллюстрировать это, построим первое и второе 
приближение для колебательной системы, описываемой уравнением 
(15.28) в случае р=1, д=3. 

Согласно формулам (14.38), (14.39) в первом приближении имеем: 


z=acos( 3и+$), (15.39) 
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где а и $ должны быть определены из уравнений 


da a ba 

dt 2? 7 

23 1 За? (15.40) 
=f y- : 

dt 3 8 


Нравые части уравнений (15.40) зависят только от а и характе- 


ризуют систему в нерезонаненом случае. Интегрируя эти уравнения, 
получаем для © выражение 


t= se cos[ ¢— “8 8 ett 49, i: (15.41) 


a, и %,— произвольные постоянные. Таким образом, в первом приближе- 
нии колебания системы описываются затухающей по экспоненциальному 
закону косинусоидой и частота колебаний зависит от амплитуды. 

Никакого эффекта резонанса в первом приближении не будет; 
а ввиду того, что амплитуда внешнего синусоидального возбуждения 
порядка г, то в первом приближении не имеют места даже вынужден- 
ные колебания с частотой возбуждения (вынужденные колебания будут 
заметны при рассмотрении улучшенного первого приближения). 

Подсчитаем теперь второе приближение. Воспользовавшись формулами 
(14.40) и (14.41), находим для x следующее выражение: 


x=acos( 5+8) cos 3( 3-м +0)-3 sin vé, (15.42) 


в котором а и %— решения уравнений: 


2 
Oe 4S tg? Иа cos 38, ) 
32( 1+3) | 
9 _ v3? № 1504 3aBy 39. { (toe?) 
Gi Bet ee oR. в sin 
32( 4+3 ) 


Выражения (15.42) и (15.43) свидетельствуют о влиянии внешнего 
возбуждения на колебательную систему, которое мы обнаруживаем при 
рассмотрении второго приближения. Так, согласно (15.42) в выражении 
для т, кроме обертонов собственной частоты, появились также и гармоники 
с частотой внешней силы. Нри помощи уравнений (15.43) мы можем 
обнаружить резонансные зоны и построить резонансные кривые. 

Приравнивая` правые части уравнений (15.43) вулю, получаем с точ- 
ностью до величин третьего порядка малости следующие зависимости, 


определяющие стационарные значения амплитуды а и фазы колебаний $: 


в cos 38 = 0, | 
(15.44 ) 
8 (a) — 44°21 sin 38 = 0. | 
Здесь введепы обозначения: 
5, (а) =8— 5. da, 
32 Aa (15.45) 
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Исключая из зависимостей (15.44) фазу $, находим соотношение 
между амплитудой и частотой возмущающей силы: 


Эа? Е? 
foe (a)—< | +83 (a) =F, (15.46) 
или 
у == yf we (a) jos — 62 (a), (15.47) 


при помощи которого можно построить резонансную кривую. 

Приведем теперь пример, для которого уже в первом приближении 
можно обнаружить дробный резонанс. 

Рассмотрим линейный колебательный контур 
с регенерацией при помощи электронной лампы 
(рис. 82). 

Как известно, на этом примере Мандель- 
штамом и Папалекси [29] было изучено явление 
резонанса п-го рода, причем решение получаемого 
уравнения находилось для установившегося режи- 
HULL Ma методом Пуанкаре, a для исследования про- 

fy цесса установления колебаний применялся метод 
Рис. 82. Ван-дер-Поля. 
Для указанной колебательной системы диф- 
ференциальное уравнение, описывающее движение, имеет вид 


LS ++cre byini,+e%, (15.48) 


где 
i, =fo(V;) (15.49) 


есть уравнение характеристики лампы, зависящее от управляющего 
напряжения. 

После ряда преобразований уравнение (15.48) может быть сведено 
к виду *) 


a a tzaef( 2, ai) + Ein nt, (15.50) 


где обозначено: 


ах 7 dz Ё 
Кети | (15.54) 
Рота 
ат _ 2M, Во _ _ ® 
= —~ ZT 7, =P 4=т., | 
"И = о | (15.52) 
№ _ № dl 
а =). J 


*) См. [29], т. II, erp. 21. 
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Остановимся на исследовании резонансного случая. Для того чтобы 
можно было применить для построения приближенного решения формулы 
$ 14, необходимо в уравнении (15. ey сделать замену переменных: 


ХУ 5 sin nt, (15.03) 


после чего получаем следующее в 


4? = - 
и +у=е [У 25 Sin nt, oy Bn “con nt |. (15.04) 
Допустим, что регенерация в контуре осуществляется при помоши 
электронной лампы с характеристикой: 
=а- ртр сл? — 443, (15.55) 


где У, = 126, Г, = 142 ма, а, b,c, 4— постоянные. Тогда для правой части 
(15.50) получаем выражение 


ах ene 
Ка, в) = (e+ Qu + 122) Soon ва (15.56) 
В котором приняты обозначения: 
0,016 


= ‚= +28 = ‚ В=0,016, 


$=0,013, y= —2, a — 0,05 (15.57) 
(а=0,95, b=3,35, c= 2,25, d=1,5). 


> at 
для правой части ee уравнения следующее выражение: 


Подставляя значение (= 22) (15.56) в уравнение (15.54), находим 


А из sin nt, oy | Ah, = li |= 


= [#4297 о += £ sin nt + 


+ nay = ae sintnt)] (22 = cos ae 
aes Wa + я sin nt ) . (15.58) 


Построим теперь решение уравнения (15.54) в первом приближении 
для случая n=2, т. е. для случая, когда в колебательной системе 
может возникнуть резонанс деления на два. 

Воспользовавшись формулами (14.39) и (14.25) и полагая р=1, 
4=2, после ряда выкладок получаем: 


y=acos(t+), (15.29) 
где а и % должны быть определены из системы уравнений первого 
приближения 


це [а (+ ~)+ eae ae "в 5028 | ; 
sae {at E0820} 


Система уравнений первого приближения (15.60) дает возможность 
исследовать как стационарный режим, так и процесс установления коле- 
баний при резонансе второго рода. 


(15.60) 
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Для исследования процесса установления колебаний необходимо 
проинтегрировать систему (15.60) и найти а и $ как функции времени. 
В данном случае интегрирование системы (15.60) может быть произведено 
до конца. Для этого сделаем в уравнениях (15.60) замену переменных 
согласно формулам: 


u=acost, v=asind. (15.64) 


После ряда выкладок вместо уравнений (15.60) получаем для новых 
переменных и и 9 следующую систему: 


ея seus Zot Soh. 
= [0 [# Гея) |] + офи]. 


Система (15.62), как это показано в работе [29], может быть приве- 
дена к уравнению типа Бернулли. 

Действительно, умножая уравнения (15.62) соответственно над ии 
и вычитая из первого второе, находим: 


pis ua : (т \=3 >| —@ 3-0 +9) = | . (15.63) 


(15.62) 


dt 


‚Умножая первое уравнение системы (15.62) на и и складывая полу- 
ченный результат со вторым уравнением, умноженным на 9, получим: 


Geto [+ (+25 +” Е. (15.64) 


Обозначая 


tay, (15.65) 


можем вместо (15.63) и (15.64) написать следующую систему: 


НС Ри-СтЮ]. в 


da у (a Paes — xX 
fe — ва [1 mae 7) | =. (15.67) 


Уравнение (15.66) легко интегрируется. 
После того как мы определим из него y(t), (15.67) может быть 


приведено к виду 


da _ 


а. 2+o(t)a, (15.68) 


где ¢(¢)—u3Bectuan функция времени. 
Подстановкой W=— (15.68) приводится к линейному уравнению 


OW sa (15.69) 
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В результате получаем следующую известную формулу, выражающую 
закон изменения амплитуды колебания со временем: 


{да 


> 


t : (15.70) 


где С, -— постоянная интегрирования. 

Перейдем теперь к определению установившихся колебаний, совер- 
шающихся с постоянной амплитудой и фазой. 

Приравнивая правые части системы (15.60) нулю, получаем соот- 
нотения: 


А+ sa ee Е sin 29 =0, 
(15.71) 
—F +3 0828 = 0, 


определяющие стационарные значения амплитуды и фазы колебаний. 
Исключая из (15.71) фазу $, находим известную 
зависимость 


at “| big = | ‚ (15.72) 


при помощи которой можно построить резонанс- 
ные кривые, характеризующие зависимость ампли- 
туды @ от расстройки § (рис. 83). Стационарные 
значения фазы $ находим с помощью формулы 


1а2 ЧЕ? 
+ 
в, (15.13) 0 Е 
8 Рис. 83. 


где а определяется из (15.72). 

Для определения устойчивых значений стационарной амплитуды 
поступаем согласно общим правилам. 

Находим сначала величины: 


2 2 
Ag (a, = 5 (b+ UE) 4 TE + sin 20, ) 
Аз (а, 3) = И cos 28, (15.74) 
Bi (а, 8) =0 | 
, Е . 
Ву (а, 8) = — = sin 23. J 
После этого составляем уравнения В вариациях: 
а {5 (в+-2% Se +o и в sin 29] ОЕ 
a 2008, $ (15.15) 
ddd ) < | 
= — 5-81 2868, ) 
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из которых находим условия устойчивости стационарных значений a и $: 


3 
{5 (44 Sra сан о 


Эти условия после ряда преобразований можно представить в виде 
следующих известных неравенств: 


5 (+ Sra : + sin 28 Е sin 28 < 0, 
(15.76) 


Ка i <0, (15.77) 
2 2 
¥ [Е 5% | > 0, (15.78) 


анализ которых совместно с зависимостью (15.72) дает возможность 
определить величину и границы областей устойчивости периодического 
решения с периодом 27 *). 


$ 16. Воздействие синусоидальной cust Ha нелинейную 
систему с характеристикой, составленной 
из прямолинейных отрезков 


В качестве второго частного случая рассмотрим колебания в нелиней- 
ной системе с характеристикой, составленной из нескольких прямолиней- 
ных отрезков, находящейся под воздействием синусоидальной возмущаю- 
щей силы. 

Колебательные системы, для которых нелинейная восстанавливающая 
сила имеет характеристику, состоящую из отрезков прямых (рис. 84, 85, 
86, 87), широко распространены в технике. 

Исследованию вынужденных колебаний в нелинейных системах тако- 
го типа посвящен ряд работ, например работы А. И. Лурье и А. И. Чекма- 
рева **), где приводится решение методом Галеркина; для некоторых на- 
чальных условий специального вида Ден-Гартогом ***) строится решение, 
которое можно рассматривать как точное, однако это решение чрезвычай- 
но громоздко. 

Для решения подобных задач нам представляется все же более удоб- 
ным применение вышеизложенного асимптотического метода, который 
в первом приближении дает те же результаты, что и метод Галеркина, 
по одновременно с этим позволяет легко определить второе приближение, 
найти поправки к частоте во втором приближении, а также исследовать 
не только стационарный режим, но и проследить движение системы в пе- 
риод установления колебаний. 

Итак, предположим, что колебания системы описываются уравнением 
вида 


Е (x) =e/,(  ) +eksinw, (16.1) 


*) См. [29], т. ИП, стр. 36. 

**) А.И. Лурьеи А. И. Чекмарев, Вынужденные колебания в не- 
линейной системе с характеристикой, составленной из двух прямолинейных 
отрезков, журнал Прикладная математика и механика, т. Г, в. 3 (1938). 

***) 7. Р. Den Hartog апа В. М. Heiles, Forced Vibration in Nonlinear 
Systems with Varions Combinations of Linear Springs, Journ. of Appl. Mech., vol. 3 
Ni 4, р. 126—130 (1936). 
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где функция РЁ (5), выражающая зависимость нелинейной восстанавли- 
вающей силы от смещения, является нечетной функцией х (случай сим- 


7 


Рис. 84. Рис. 85. 


метричной нелинейной характеристики) и имеет вид, например, приве- 
денный на рис. 84 — 87. 


Рис. 86. Рис. 87. 


Заметим, что если характеристика нелинейной восстанавливающей 
силы несимметрична, то при помощи изложенного метода также не пред- 
ставляет затруднений построить решения. 

Предположим, что F (x) можно записать в виде 


F (x) =c"x +f (x); (16.2) 
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тогда вместо уравнения (16.1} можем расематривать следующее: 


2 
ae te'e= —2f (0) +e (42) +Езшу, (16.3) 


и, следовательно, согласно (15.2) и (15.3) в первом приближении имеем 
pemenne 
z= acos (vt-+4), (16.4). 


где аи % должны быть определены из системы уравнений: 


an 
“a = —>= ^ aw sin $) sin pdb — Е cos $, | 
2 + (16.9) 
43 8 
О | И Loy а sin 9. | 
Принимая во внимание, что 
2 an 
В 4 
О \ f (а cos $) cos ф@ф = — ( Е (acos) cos ф db, (16.6) 
о 0 
преобразуем (16.5) к виду 
4 : Е 
= — 5, (a)a— т cos $, es 
4$ Е . В 
р = Me (а) —у- ACHES sin}, 
где, как и выше, 
8, (a) = 5 Vi .(—aw sin $) sind dd, (16.8) 
0 
‘ am 
03 (a) == \ F (acos 9) cos 44. (16.9) 


0 

Приравнивая в уравнениях (16.7) правые части нулю и исключая %, 
находим зависимость между а и у для стационарного режима: 

а? [ (we (а) — У)? + 420: (а)] = =2Е?. (16.10) 

Если пренебречь трением, то вместо (16.10) ‘получаем следующую 

простую формулу: 
а [ее (а) — У] = + ek, (16.11) 
при этом в правой части следует брать «+» для а > 0 и«—›» дляа < 0. 


Приведем еше соответствующие формулы для второго приближения. 
Пренебрегая в уравнении (16.1) трением, имеем: 


д=ас0$ (% -- $) -- eu, (а, м, +), (16.12) 
где 


п w? (1—2?) 
no 


со 2“ 
Gs MO У И \ f(acos)cosbdb, (16.13) 
3 
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а амплитуда стационарных колебаний определяетея соотношением 


гу fn (a) И (a) + fe 
[63 (@)—%] +5 ie Sede eee, (16.44) 
в котором введены обозначения: 
an . 
а { | 
fr (а) == \ 1 (а созФ) cos nb dd, | 
) (16.15) 
fr (а) =+ \ fa (@cos) cos nb dd. | 
0 


Перейдем к построению резонансных кривых. Для характеристики 
нелинейной восстанавливающей силы, приведенной на рис. 84—81, 
имеем: 


, с’ для —%,<#< 4p, 
Е (a)=\ с”%-| (с’—с"”) 2% для << о, (16.16) 
с'т— (с’—с"”)щ для —wW<e< —-%. 


Положим а>0, а> 1, и обозначим через b, наименьший корень 
уравнения 


2 =ас08$. (16.17) 


Тогда, как нетрудно видеть, 


(c’—c")acos для %<ф<®-—ф,, 
ef (а соз $) = (c’—c")acosh, для О<ф<ф,, (16.18) 
—(c’c")acosh) для T—O)< P<. 


Разбивая промежуток интегрирования на три части, после элемен- 
тарных вычислений находим: 


27 
1 


= \ ef (a 6089) cos 9d = 


0 
= с’а +2 (c’ — с") [‹ arcsin A244 mV 1 — (= y | : (16.19) 
При a< 0, |a| > <, после аналогичных вычислений имеем: 
4 Qn 
= \ =] (а cos $) cosdbdp= 
0 


= ca— = (c’ —c’”) [a arcsin. a + И 1 — (=) ] . (16.20) 


Таким образом, при отсутствии трения согласно (16.11) получаем 
следующую зависимость между амплитудой стационарных колебаний 
и частотой внешней силы: 


вене) [У 1-3 + aaresin | = в: 
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=A, 


к а 
или, обозначая | ape 
0 


А (c” — +2 ('— с’ И! arta arcsin + | = += —. (16.21) 


При помощи зависимости (16.21) строим семейство резонансных кри- 
а У 
вых (рис. 88—91 зависимость между — и — в = И с" я 
(р 91) ДУ И у. › Где о, V дл 
7 Е 
различных значений — 7 
г 
Резонансные кривые, приведенные на этих рисунках, практически 
совпадают (в пределах точности построения графиков) с резонансными 
кривыми, построенными по точным формулам Ден-Гартога и Гельса. 
Для построения резонансных кривых во втором приближении необ- 
ходимо определить выражение для суммы, входящей в формулу (16.14). 
Заметим, что подсчет этой суммы не вызывает затруднений, так как ее 
слагаемые с увеличением п быстро уменьшаются, и поэтому достаточно 
подсчитать только несколько первых слагаемых. 
Принимая во внимание (16.18), находим для интогралов (16.15) сле- 
дующие значения: 


n—1 
—- а ef (а cos $) cos np db = eae {2 (— 1) * cos (x arcsin =) 4. 
ni nt 
2 5 
О sin [@#- 1) arcsin = | НЕ sin [#+ 1) aresin =? | } (16.22) 
(n=3, 5, 7, 9, ...), 


27% 
4 =” | = + — 1 rl Xo 
= \ efg (а cos $) cos nb db = (с с") sin n arccos г 
0 


(n=2, 4, 6, 8, ...). 


Подставляя (16.22) в выражение (16.14) и ограничиваясь в сумме пятью 
слагаемыми, получаем: 


и: (c’ — с” [И - (=) + aaresin 2 | -- 


chy [ВОРА ФР ONY 4 eo, (16.23 


где fy oe fr (а) (n= 2, 3, 4, 5, 6) определяются выражениями: 
я Oe Оу 11 [1425 a, 
о у =A [s ~11tisat)e, 
{? (a+ [2 (a) = aes =e a И1-3 | — 2], 
ore = —e=a[4 ae 4+ 


-- 2 И! (1-2 a] (16.24) 
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При помощи зависимости (16.23) строим резонансные кривые во вто- 
ром приближении (см. рис. 92, 93, 94, на которых резонансные 
кривые, а также скелетные кривые во втором приближении начерчены 
пунктиром, причем следует заметить, что масштаб здесь значительно 
увеличен; сплошные линии — кривые в первом приближении). 

На рис. 95—98 нами приведены семейства резонансных кривых, 
построенных с учетом трения согласно формуле (16.10). При построении 


0 
этих кривых трение принималось пропорциональным скорости, а — = 0,1. 


Рассмотрим еще случай, когда характеристика нелинейной восста- 
навливающей силы имеет вид, приведенный на рис. 99. Для вычисления 
«, (а) согласно формуле (16.9) имеем: 


( с’ для д <т< а, 
| c"x+(c’—c')(z,—2) » CG ae Oe 
Е (a)=* ca+(c"—c')(4,—-z) » << фа, (16.25) 
| с"х— (с"— с’) (22—92) » << о, 
(с (c” —c') (22—42) › <<< - 1. 


Для определения интеграла, стоящего в правой части формулы (16.9), 
обозначаем через 0, и $, наименьшие корни уравнений 5, =ас0$$, 
t,=acos). Тогда можем написать: 


( с’а сов Ф, ф.<ф<т-—%,, 
c”a cos ф + (c” — с’) (а cos $. — acos >), 
be S9< 91, 
c"acos » + (c” —c’) (ас08%, — а cos), 
Е (acos$) = фт, (16.26) 
c”a cos 6 —(c” —c’) (а cos $. — acos 4,), 
O<b<be, 


c”a cos b +- (c” —c’) (a cos by — a Cos 94), 


{ п << т 


После этого, разбивая промежуток интегрирования на пять частей, 
получим для ‹е (а) следующее выражение: 


2(c”—e x. x 
weg (а) =o? + =. { arceos ae arccos—- +. 


2s Ly x3 wa 
+ И!-= = = Vi-2 . (16.27) 
Полагая для упрощения, что трение пропорционально первой степени 


скорости ef мы : 
ро (4% —= — am’ имеем: 


6, (а) =0. 


Для построения графика зависимости амплитуды вынужденных ноле- 
баний от частоты внешней возмущающей силы получаем следующую 
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зависимость; 


Зы? , (16.28) 


при помощи которой строим график, определяя значение у в зависимости 
от значений а. Согласно соотношению 


y=, (а) (16.29) 
строим кривую зависимости собственной частоты от амплитуды. На 
a 
Z, 
70 2 т T |= т 
1 
ны 
‘Ct ae 
Lf» | OT, 
C2, oD 
5 Г pt 
7 
4 pte 
05 
2 . 
wv. 
as 10 15 20 “2 


Рис. 97. 


рис. 100 нами приведено семейство кривых, характеризующих зависимость 
амплитуды от частоты внешней силы при различных амплитудах внешней 


а 
Xo 


10 


Рис. 98. 


силы (семейство резонансных кривых). При помощи критериев, приве- 
денных на стр. 189, нетрудно определить устойчивые и неустойчивые зоны 
этих резонансных кривых, а также точки «срыва» и «скачка» амплитуды. 
На рис. 101 нами приведена одна из резонансных кривых, причем участки 
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этой кривой, начерченные жирной линией, соответствуют устойчивым 
амплитудам, а начерченные тонкой линией соответствуют неустойчивым 
амплитудам. 

Так, согласно резонансной кривой, 
приведенной на рис. 101, при беско- 
нечно медленном изменении частоты 
внешней силы (т. е. при стационарном 
режиме), начиная от малых значений, 
амплитуда вынужденных колебаний 
нарастает сначала по кривой МА, из 
точки А значение амплитуды скачком 
переходит в точку В и далее изменяется 
по кривой ВС. В точке С происходит 
срыв амплитуды — амплитуда скачком 
переходит в точку D и при дальней- 
шем увеличении частоты изменяется 
по кривой DN. 

Если теперь начать уменьшать 
частоту приложенной силы, то ампли- 
туда вынужденных колебаний будет изменяться по кривой VDE. Из точки Е 
амплитуда скачком перейдет в точку F и дальше будет изменяться по 


i? 


АА) 


Рис. 99. 


кривой°`РБС. Дойдя до точки С, амплитуда скачком перейдет в точку Н, 
после чего будет! изменяться по кривой НМ. Таким образом, мы здесь 
также наблюдаем характерные для нелинейной колебательной системы 
гистерезисные явления, аналогичные рассмотренным нами на стр. 191. 
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Приведенные примеры показывают больную гибкость и широкий 
диапазон применения изложенного метода. Получаемые формулы даже 
для сложной характеристики нелинейной восстанавливающей силы доста- 
точно просты. В случае, если характеристика составлена из двух отрез- 
ков прямых, получим совсем простую формулу (заметим, что в первом 
приближении для стационарного режима получаем результат, совпадаю- 
щий с результатом Лурье и Чекмарева). Если характеристика нелиней- 
ной восстанавливающей силы состоит из нескольких прямолинейных от- 
резков, то наши формулы претерпевают совершенно незначительное изме- 
нение, в то время как метод Ден-Гартога настолько усложняется, что ста- 
новится практически неприменимым. 


$ 17. Нараметрический резонанс 


В настоящем параграфе остановимся на рассмотрении некоторых 
колебательных систем, изучение которых сводится к интегрированию 
дифференциальных уравнений с переменными (зависящими от времени) 
коэффициентами. Наибольший интерес 
представляет случай периодических ко- 2 
эффициентов. Как известно, кроме про- 
блем небесной механики, ряд чисто 
технических задач приводится к рас- 
смотрению дифференциальных уравне- 
ний с периодическими коэффициен- Рис. 102. 
тами *). 

Одной из типичных задач, сводящихся к рассмотрению указанных 
уравнений, является задача о поперечных колебаниях стержня, находя- 
щегося под воздействием продольных периодических сил. 

Допустим, что на стержень, длиной [, закрепленный шарнирно по 
концам, с площадью поперечного сечения A, с жесткостью ЁГ и плот- 
ностью ‘], действует периодическая продольная сила 


F=F (t) (47.4) 
(см. рис. 102). 


Тогда дифференциальное уравнение поперечных колебаний стержня 
может быть в в следующем виде: 


=0, (17.2) 


где с — ускорение силы тяжести. 


В случае шарнирно закрепленных концов граничные условия для 
дифференциального уравнения (17.2) будут: 


ay 
у рее 922 |z=0 0, 
вы (17.3) 
у В i 0 Е 


Очевидно, что уравнение (17.2) вместе с граничными условиями 
(17.3) путем подстановки 


y=axsin => (17.4) 


*) См., например, работы В. Н. Челомея [46, 47]. 
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может быть сведено к следующему: 


а? р 
где введено обозначение 
2  gntEl 
w = ae 5 (17.6) 


Уравнение (17.5) является известным уравнением Хилла. 

К уравнению (17.5) может быть приведена также задача о колеба- 
ниях математического маятника, ось вращения которого совершает 
заданное периодическое движение в вертикальном направлении, задача 
о колебаниях механической системы C периодически изменяющейся 
жесткостью, задачи амплитудной модуляции и многие другие. 

В случае, если периодическая функция F(t) имеет следующий вид: 


Е (t) = P, cos vt, (17.7) 

то вместо (17.5) получаем уравнение | | 
а? 5 Py; 

TE te | 1-ehcos w | #=0, (17.8) 


которое называется уравнением Матье. 

Как уравнение Матье, так и уравнение Хилла являются частными 
случаями дифференциального уравнения se порядка с периоди- 
ческими А. 


ae #1 p(t) 4 Ta “4.4 (t)z=0, (17.9) 


где p(t) и 9(1) — периодические функции ¢ с периодом 9. 

Уравнения типа (17.9) подробно исследовались рядом ученых, 
однако существующие теории (см., например, А. М. Ляпунов [27]) дают 
возможность производить только качественный анализ поведения реше- 
ний уравнения (17.9) и не указывают способов построения приближен- 
ных решений или способов, позволяющих решить вопрос об устойчи- 
вости этих решений. 

Для частного случая уравнения (17.9) — для уравнения Матье — 
построены решения (функции Матье), которым посвящена обширная 
литература. 

Во многих случаях дифференциальные уравнения с периодическими 
коэффициентами могут быть сведены к расемотренному в $ 13 уравнению 
(13.1), и поэтому приближенные решения можно построить согласно 
изложенному методу. 

Ниже мы построим приближенные решения, а также определим 
зоны устойчивости в первом и во втором приближении для простейшего 
случая уравнения с периодическими коэффициентами (17.9) — для урав- 
нения Матье—и сопоставим полученные результаты с решениями, изве- 
стными в литературе. 

Итак, перейдем к построению приближенных решений для уравне- 
ния (17.8), которое можем записать в виде 


ax 


ae +? (1—hcosvt)z=0, - (417.40) 


где обозначено 
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Как уже указывалось, в первом приближении мы можем расема- 
тривать для уравнения типа (17.10) лишь главный демультипликацион- 


eo © У 
ный резонанс p=1, g=2. Нредполагая, что ® = 5-› Построим прибли- 


женные решения, соответствующие резонансному случаю. 
В первом приближении, воспользовавшись формулами (14.25), имеем: 


2=4008( 5+3), (41.11) 
где а и > должны быть определены из системы уравнений: 
| ’ аа аро? . 
= 7 7 sin 2%, 
ae ee (17.42) 
woe Be ee 


Чтобы решить полученную систему уравнений первого приближения, 
введем новые переменные ий и 9 согласно формулам 


u=acos$, v=asind. | (17.13) 


Дифференцируя выражения (17.13) и принимая во внимание. урав- 
нения ры имеем: 


Е cos $ — asing = | Fe _ o =) ] sind, | 
dv da а hw? ve 
о бов [1 ) | acos 8 

или . 

2 
ge ви (17.15) 


dv bet 
= (w 
= ates) 
Таким образом, уравнения первого приближения (17.12) мы привели 
к системе двух линейных уравнений.с постоянными коэффициентами. 
Характер решений системы уравнений. (17.15) и, следовательно, 
решений системы (17.12) зависит от корней характеристического урав- 
нения 
w У 
2 
rd 


hw? 


hw? 
2 Hee 2 >) 


МАЕ (в —+ oo 0. (17.16) 


или 


` Обозначим кореп этого уравнения через 


+ ^, wy ^, 
причем 


h2wt у 2 , 
r= ff («-). (17.17) 
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Тогда общее решение системы дифференциальных уравнений (17.15) 
может быть представлено в следующем виде: 


= Сем + Съем, 
aie hw? 
= Е 5) ем ay mee) ewkt, 
v=C +C, (17.18) 


где C,, С. — произвольные постоянные, которые определяются из началь- 
ных условий. 

После этого определяем амплитуду а и фазу колебаний $, входя- 
щие в правую часть формулы (17.11). Имеем: 


42 = и? -- vw, 


‘aie (17.19) 


Согласно формулам (17.17), (17.18) и (17.19) очевидно, что при i 
мнимом амплитуда а будет ограниченной функцией времени. 

В случае, если ^ действительное, амплитуда а будет возрастать по 
экспоненциальному закону. Этот случай соответствует наличию в системе 
основного демультипликационного резонанса. 

Согласно равенству (17.17) условие вещественности * будет сле- 
дующее: 


>в | (17.20) 


или с точностью до величин первого порядка малости 


>в ый 
2 | 


+ 


так как v= 2w+0 (1). 
Таким образом, если частота внешнего возбуждения находится 
в интервале 


2 { (at) << (1+1) — (47.24) 


то в системе возникает главный демультипликационный резонанс, при 
котором амплитуда колебаний возрастает по экспоненциальному закону. 
Ввиду того, что этот резонанс возникает в результате периодического 
изменения одного из параметров колебательной системы, его часто назы- 
вают параметрическим резонансом. 

Неравенство (17.21) определяет собой зону неустойчивости, внутри 
которой положение равнавесия x = 0 оказывается неустойчивым и в системе 
самовозбуждаются колебания. 

Перейдем теперь к построению и анализу второго приближения. 

Согласно формулам (14.5), (14.21), (14.25) и (14.26) во втором при- 
ближении имеем: 


w= acos ( 5 t - ) ее ) cos ( р t+) | (17.22) 


8(е+т 
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где а и > должны быть определены из следующей системы уравнений: 


at. he" sin 28, 
a= У h? (o+y) в he os 29: (17.23) 


Система (17.23) заменой переменных (17.13) тоже сводится к системе 
линейных уравнений 


а | 
оз т ? 
So [Bez ees] | 


у -®- И Е (17.25) 
BT e(e4s)| , 


и, следовательно, зона неустойчивости во втором приближении опредс- 
ляется с точностью до величин второго порядка малости включительно 
следующим неравенством: 


20 [1-45 | <<» [1+4-щ |. (17.26) 


Найдем теперь соотношение между ® и h, при котором решение 
уравнения (17.10) будет периодическим с периодом = . Это возможно 
в случае, если в формулах (17.11) и (17.22) a=const. Для этого необ- 
ходимо, чтобы A, определяемая выражением (17.17) или (17.25), равня- 
лась нулю. 

Таким образом, соотношение, которому должны удовлетворять w ий 


для того, чтобы т являлось функцией периодической, будет в первом 
приближении: 


а (17.27) 


во втором приближении: 
20 _ 


У 


oh? 
eee Ba (17.28) 
или соответственно с той же степенью точности в первом приближении: 


аи (17.29) 


и BO втором приближении: 


40? h | Th? 
ЕЕ. (17.30) 
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Соотношения (17.29) и (17.30) представляют собой Уравнения кри- 
2 
вых в плоскости (“=, h ) (в первом и BO втором приближении), Ha 


которых решение уравнения (17.10) будет периодическим, т. е. уравне- 
ния граничных кривых областей устойчивости решений уравнения (17.10) 


(рис. 103). 
Для перисдических рошений с периодом * из (17.44) и (17.22), 
принимая во внимание (17.29) и (17.30), находим следующие выражения: 


Ly = Ay cos(Ft+% ), (17.31) 


ти = Ay cos (51+ $ ‚)- aol cos (F1+9), (17.32) 


в которых индекс при х указывает на номер приближения. 
Сопоставим теперь найденные формулы с результатами, полученными 
при определении непосредственно периодических решений уравнения 
(17.10) в случае малых h. 
Для этого воспользуемся приемом, с помощью которого Матье на- 
; ходил решения уравнения 
(17.10) и уравнения граничных 
кривых, предполагая параметр 
10 й малым. (Этот прием сле- 
дует непосредственно из метода 
А. Пуанкаре [38] нахождения 
периодических решений.) 
Ищем периодическое реше- 


pt | 4 | ние ВОНИ (17.10) с перио- 
&) дом — в виде ряда 

eee = -- йа, + ha, + ..., (17.33) 

в котором %, 2, х». ... должны быть периодическими а 


п 
с периодом —. 


Выражение для wo тоже представляем в виде ряда 


= Yt hoy и, + (17.34) 


Подставляя правые части (17.33) и (17.34) в уравнение (17.10) 
и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях h, получаем 
следующую систему уравнений: 


4х, \? 

“ae + % = 0 | 

а2х у? v2 | 

at ра: = Cs cos vt — 1 ) % (47.35) 
dr, \ 

ae jee = У 08 VE — 0 Ly + (©, Cos vt — We) Xo, 


О КОК ЗО ЗОВ ОО ОРИОНА ОИК ЗОВ ЗОВИ ОИ ОО ИК ОЗНА ОИ ОИК ОИК 


из которой необходимо определить функции X, Ty, Xa, ... И величины 
Dy, Wo, 
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Решая первое уравнение системы (17.35), находим: 
У 
X= 0,008 ( Ft+% ), (17.36) 
где а, и $, — произвольные постоянные. 


Подставляя значение xz, (17.36) в правую часть второго уравнения 
системы (17.35), имеем: 


TE + pa = — на, 003 (1+8, )+ "pay cos(Ft+9, Joos, (17.37) 
или 
в р -(«м-3) dy COS 5-1 COS a+ 


2 2 
аа sin 5-25 Фо -- % a, cos (3*+%,). (17.38) 
Для того чтобы 2%, было к eases © периодом = , 


необходимо, чтобы коэффициенты при с0$ > . tu sin a ae правой части 


(17.38) равнялись нулю. Тогда получим: 
=~, sin®,=0, 9)=0 
или 
O,= = cos 3, = 0, =>. 


После этого находим выражение для ту: 


m= —18 608 511005 (#49), (17.39) 
или 
2, =: пи оз (> #+$). (17.40) 


Подставляя значения х, и X, в правую часть третьего уравнения 
2 
У 
системы (17.35), имеем для случая в, = 77 %=0: 


La a ЗУ 
Их Е о, ) eos yt — 
t {fv У 
— У C08 ve — 0 wcos| >t+9 + (©, COS vt — ®з) a cos >t. 


Нриравнивая опять коэффициенты при cos st u sin 5 нулю, получаем: 


: У? У? far 
“= i§— Te Ts? et) 
ve F У? Е - 
дизшф-- хизтф=0, т.е. sing=0, ф=0. 
Аналогично для второго случая получим: 
WV 
92 = 798? 


_ (47.42 
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Подставляя полученные значения Zp, 11, ©,, ®, в правые части формул 


(17.33) и (17.34), имеем: 
аой 3% 


t= a, cost — 5 008 5 t, (17.43) 
2 2. 
ota Las (17.44) 
или 
z=a,sin + t+ sin g, (17.45) 
y2 h ‘ They 2 
=p (17.46) 


B otax формулах мы для" удобства включили hu в полную амплитуду 
первой гармоники ау. 
Полагая у=2 и а, =1, находим: 


Бо. 


oe (17.47) 
ue, О 
о 
17.48) 
h Th? ( 
eae 


Выражения (17.47) и (17.48), как и следовало ожидать, совпадают 
с первыми двумя членами в разложениях функций Матье C, и S, (для 
п=1) в ряд Фурье. Действительно, имеем *): 


С | = 605 #— 15 cos 31 +O (h?), 
(17.49) 
aq=1 +5+ | m+ Oh), 


а также 
9: = не 3t + O (12), 
(47.50) 
oi 1-54 L008), 


Остановимся теперь Ha построении приближенных решений урав- 
нения (17.10) и определим границы областей неустойчивости в случае 
WO = = Ps где p=2, 3. 

fia случая p=2, т. е. о = у, полагаем в формулах (14.21), (14.23) 


и (14.26) р=2, q=2. 
Тогда для второго приближения найдем следующее выражение: 


hoa 


“= 40S ть) cos (2-3) 199 oar cos}, (17.51) 


*) См., например, М. Д. О. Стретт, Фуякнии Ляме, Матье и родственные 
им в физике и технике, стр. 35—39. 
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где а и $ должны быть определены из уравнения второго приближения: 


da h?aw4 


di 57 Qo—y В 2%, 
4$ = h?wt #204 29 (17.52) 
a get) Siete) 


Из системы (17.52), так же как и в предыдущем случае, находим 
условие вещественности корней характеристического уравнения 
h2w4 


4y (4w? —v?) | < 


(17.53) 


eo 8v? (20 —v) 


и, следовательно, зона неустойчивости определяется C точностью до вели- 
чин второго порядка малости неравенством 


= < (Ау tages (17.50 


У? (Ад? — У?) — \3 (20— У) 2) v3 (20 —у) 


или, принимая BO внимание, что WR Y, с той же степенью точности 
неравенством 


Aa - —#< (№) < 4a Ze he he. (17.55) 


Ух 


3 В 
Для случая p=3, Т. eo >”, необходимо подочитать третье ири- 


ближение, так как во втором приближении мы получаем только поправку, 
уточняющую значение собственной частоты ®. После ряда выкладок 


находим: 
aii for ge?) cos (pu +0) 
x= acos( w+ )=" “yQo+Y) ~~ —«v¥(20—9) ay 


_ Rota г (fuse) cos( 5-4-9) | 
’ 


Г 46% (20+) (v+ 0) T (26—5) (o—y) 


(17.56) 


где а и $ должны быть определены из системы уравнений третьего 
приближения: 


аа | h3 ofa : 

= — 3-258 бе) (o—v) 28, 

dt 3 wth? h3ws 29 (17.57) 
dt — 3 32 (402) — 3-258 Qo — 5) (@—v) 008 


Попутно заметим, что в общем случае из-за громоздкости He выпи- 
сывались выражения для третьего приближения. Структура же уравне- 
ний (17.57) свидетельствует лишний раз о том, что в конкретных слу- 
чаях даже уравнения третьего приближения весьма просты. 

Из системы уравнений (17.57) находим для зоны неустойчивости 
неравенство 


204h? 083 202 
У v2 (4w2—v2) 234 (2% — 5) (wv) zt У ) Е 
20th? 6) Е 
с У? (4%? — v?) + 2=я (20—v) (w—y)’ (17.58) 
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или © той же степенью точности 
8th? 3613 8142 | 38723 
9+ rr < (№) <945F +e. (17.59) 


Приведем здесь также неравенство определяющее зону неустойчи- 


вости в случае ® = >: Согласно (17.20) имеем: 
В 20 \2 h 
1-}<(*) <1++. (17.60) 


Из анализа неравенств (17.55), (17.59) и (17.60) очевидно, что величина 
(ттирина) области неустойчивости уменьшается с ее порядком р, как h?, 

Таким образом, высшие резонансы р=2, 3, ... можем наблюдать, 
рассматривая соответственно второе, третье и т. д. приближения, а при 
рассмотрении точного решения уравнения (17.10) moi aan бесконечный 
спектр резонансов. 

На рис. 103 приведены первые три зоны неустойчивости, построен- 
ные согласно неравенствам (17.55), (17.59) и (17.60). 

Заметим, что при наличии затухания, т. е. для уравнения 


4? x р 
Tn +6 40% (1—heos vt) # =0, (11.61) 
эти зоны уменьшаются (см. на рис. 103 заштрихованные области). Не- 


трудно показать, что вместо рассматриваемых неравенств при наличии 
трения мы получим следующие: 


72 a 2 < hh? 452 
VEE (ани, crn 
а вы ee yee и 17.63 
gen yee те <4 ey ht— 645, (11.68) 
г 2 12 fT) 172 1276 
go 72 Иная 314 г< (= BE <9 oe = у 3: (17.64) 


Неравенства (17.62), (17.63) и (17.64) содержат еще дополнительные 
условия: 
для первой области 


й>4-, (17.65) 
для второй 
= | 
вы И (17.66) 
для третьей 
> у a ; (17.67) 


Как нетрудно видеть, при наличии затухания, для того чтобы был 
заметен резонанс wy, требуется гораздо большая глубина модуляции 


параметра hw?, чем в случае резонанса ony. Еще тяжелее осуществить 


3 
резонанс ~~ у. 
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Поэтому обычно наибольший практический интерес представляет 
У 
резонанс «==. 


’Рассмотрим теперь параметрическое возбуждение в нелинейной 
колебательной системе. | 

Заметим, что приведенный выше случай показывает, что в линей- 
ной колебательной системе при параметрическом изменении массы или 
жесткости системы при определенных условиях положение равновесия 
становится неустойчивым. Даже при очень малых значениях wh (глу- 
бины модуляции) в системе при определенном соотношении частот воз- 
никают колебания, амплитуда которых неограниченно возрастает. 

При наличии в линейной системе диссипативных сил влияние 
последних сказывается только на условии возбуждения колебаний — при 
наличий диссипации глубина модуляции, при которой наступает резо- 
нанс, имеет некоторый нижний предел, отличный от нуля и зависящий 
от величины декремента затухания. Стационарных колебаний при нали- 
чии трения в линейной системе не будет. 

В нелинейной колебательной системе дело обстоит иначе. Как будет 
показано ниже, при изменении рассматриваемых параметров колеба- 
тельной системы по гармоническому закону с частотой, для определен- 
ности, например, равной или близкой к удвоенной собственной частоте 
системы, наступает резонанс. В данном случае возможны устойчивые 
режимы стационарных колебаний. 

В качестве простейшего примера рассмотрим колебательную систему, 
описываемую следующим дифференциальным уравнением: 


2 d 

oF +o? (1—hcos vt) x + 25 = + 18 =0, (17.68) 
‘Предположим, что колебания, описываемые уравнением (17.68), 

близки к гармоническим. Тогда решение уравнения (17.68), соответ- 

ствующее наличию в системе основного демультииликационного резо- 

нанса, ищем в виде A 


ner | (17.69) 


где согласно (14.25) а и $ должны удовлетворять следующей системе 
уравнений: 


веба sin 28, 

ce р (17.70) 
Е. 

ao or 4y 2v . 


Для получения стационарных значений амплитуды и фазы колеба- 
ния приравняем правые части системы (17.70) нулю. 
Получаем соотношения: 


ee ae Е (17.71) 


Исключая из них фазу %, находим с точностью до величин первого 
порядка малости включительно следующее соотношение между ампли- 
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тудой а и частотой модуляции у: 


= |(;) oF LY Rot PR 8 |. (17.72) 


При помощи этой зависимости строим резонансную KpHBYIO. 

В случае, если y > 0, получим резонансную кривую, приведенную 
на рис. 104, Анализируя эту кривую, видим, что при увеличении у, 
начиная с малых значений, колебания в системе будут отсутствовать, 
пока у не достигнет значения, соответствующего точке A, При дости- 
жении у точки A в системе возникнут колебания, и при дальнейшем 
увеличении у амплитуда этих колебаний будет изменяться вдоль верхней 
ветви резонансной кривой АВ. В точке В колебания потеряют свою 
устойчивость и сорвутся. 

При уменышении у, начиная с больших значений, колебания скач- 
ком возбудятся в точке С (жесткое возбуждение), и при последующем 
уменьшении у амплитуда колебаний будет изменяться вдоль кривой АВ. 


ТА 40 ~*~ у 


Рис. 104. 


В случае, если y <0, получим аналогичную картину, только ре- 
зонансная кривая будет наклочена в сторону малых значений у 
(рис. 105). 

„Для определения границ зоны синхронизации необходимо прирав- 
нять правую часть выражения для а нулю. 

В первом приближении зона резонанса будет: 


wo — 5 V Rot fot — 16688 < (3. » <o?4+ > 5 V Bot 165252, = (17.73) 
и потому ширина резонансной зоны 


A=V h?wt — 16082. (17.74) 


Заметим, что наличие затухания уменьшает интервал AC, внутри 
которого возникает параметрический резонанс. 

Очевидно, что А будет действительным, если выполняется нера- 
BeHCTBO 


же (17.75) 


которое, как указывалось, определяет минимальную глубину модуля- 
ции, необходимую для параметрического резонанса при данном за- 
тухании. 


318] ВОЗДЕЙСТВИЕ ПЕРИОДИЧ. СИЛ НА РЕЛАКСАЦИОННУЮ СИСТЕМУ 221 


Рассмотрим еще случай параметрического резонанса в колебатель- 
ной системе с нелинейным трением. 

В случае параметрического возбуждения контура © электронной лам- 
пой (рис. 23) уравнение колебаний будет: 


2 0-2) oF ая (1 cos У) х=0. (17.76) 


Допустим, что при отсутствии параметрического возбуждения, т. е. при 
h=0, система несамовозбужденная. Для а: 
этого необходимо, чтобы № > 0. 
Составим уравнения первого приближе- 
ния. Имеем: 


аа hoa? ahw? 
= —№ ас sin 24 
4$ У hw? 
= a 2 
7 = Oz — a, COS 20. hop=v? у 


(17.77) Рис. 106. 


Для определения стационарных значений a и $ приравниваем правые 
части уравнений (17.77) нулю: 


hoa? | ahw? 


мае 5 sin 25 =0, 


(17.78) 


У ho? 
oO — > — “5 603 26 = 0. 
Исключая из полученных соотношений $, находим с принятой нами 


степенью точности следующую зависимость между амплитудой колеба- 
ния 4 и частотой изменения параметра у: 


a= 2 VY 4 (5 - (1) ) 48, (17.79) 


При помощи этой зависимости можем построить резонансную кривую 
(рис. 106), а также найти условия параметрического возбуждения, мак- 
симальную амплитуду возбуждения, границы резонансной области ит. д. 


$ 18. Воздействие периодических сил на релаксационную систему 


Остановимся теперь на исследовании случая воздействия внешней 
возмущающей силы на релаксационную колебательную систему, харак- 
теризуемую уравнением типа 


at =Ф (2) + 2E cos vi, (18.1) 


где, как и во второй главе, P(x) представляет определенную на интер- 
вале (а, 5) двузначную функцию. 

Для построения решения уравнения (18.1) целесообразно прежде 
всего преобразовать уравнение (18.1) с целью исключения из него неодно- 
значной функции Ф (5). Для этого будем исходить из некоторого част- 


ного периодического решения уравнения свободных релаксационных коле- 
баний: 


"2 —Ф (2). (18.2) 
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Для определенности примем то из решений уравнения (18.2), в ко- 
тором величина © принимает минимальное значение при #=0. 

Обозначая через ® частоту свободных ролаксационных колебаний, 
pre напишем это нериодическое решение в виде 


= (wt), (18.3) 


где 2(Ф) — некоторая периодическая функция 9 
с периодом 2. 

Принимая во внимание результаты $ 10, 
легко видеть, что производная 2’ (~) в течение 
одного периода дважды терпит разрыв и что 

Рис. 107. но абсолютной величине она всегда больше 
некоторой положительной постоянной. | 

Так, например, если двузначная функция D(x) имеет для верхней 
и нижней ветвей соответственно следующие значения: 


Ф (x) =Ф, = const, a<z<b, 


Ф (2) = —Ф. = const, a<z<b, (18.4) 


то решение уравнения (18.2) (рис. 107) можно предетавить в виде 


‘g=a4+8,t, ar 


b—a «Dy + $ 
=b+® [54], ° ао, 8.5 
OS OPO iB, No.8, (18.9) 
_ on _ ФФ, О 
Т=-, = ee ФФ (18.6) 
и, следовательно, 
_ 26 ФФ. 
к ЕР" ФФ, ° (18.7) 
Обозначим: 
Е ___ Фо 
ne › 


тогда периодическое решение 2(~) можно записать следующим образом: 


bec 
2 (9) да, О<?<Ф, 
(18.8) 


Ф 
z(g)=a-+"—* 2 (22-9), << 2. | 


Заметим теперь, что, поскольку выражение (18.8) представляет 
решение уравнения (18.2), функция 2($Ф) должна удовлетворять тожде- 
ственно следующему соотнсшению: 


wz’ (9) =Ф [2 ($)]. (18.9) 


Сделаем теперь в уравнении, описывающем вынужденные колебания 
(18.1), замену переменных. 

Введем вместо неизвестной х новую неизвестную ф посредством 
формулы 

| х=2(9). (18.10) 
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Дифференцируя (18.10) и подставляя в (18.1), получим: 


2 ’ (g) f= [2(g)] +eE cost, (18.14) 
или, учитывая тождество (18.9): 
de _ ek cos vt 
О" (18.12) 


Преобразованное, уравнение (18.12) уже не содержит в правой части 
неоднозначных функций. 

Для удобства построения приближенных решений дифференциаль- 
ных уравнений обычно желательно, чтобы правая часть была регуляр- 
ной функцией. В уравнении (18. 12) правая часть ввиду наличия в зна- 
менателе разрывной функции 2’($) не удовлетворяет условию `регуляр- 
ности. 

Для регуляризации уравнения (18.12) ‘достаточно обратить роли 
переменных ¢ ифи в дальнейшем считать ф независимой переменной, 
а { неизвестной функцией ф, определяемой дифференциальным уравнением 


Е (18.13) 


dy я eH cos vt 

2’ ($) 
Если обозначить через Y положительную постоянную, такую, что 
19 (7)|>1, a<zr<d, (18.14) 


то согласно (18.9) и (18.10) имеем: 


в |2’ ($) >17. (18.15) 


Предположим, что амплитуда cE внешней возмущающей силы меньше. 
Тогда знаменатель в правой части (18.13) положителен и сама‘ правая 
часть уравнения (18.13) является аналитической функцией неизвестной {. 
Уравнения типа (18.13) исследовались А. Пуанкаре и А. Данжуа. Однако 
при помощи результатов, полученных ими, можно выяснить только 
качественный характер решений. Для получения методики, дающей воз- 
можность производить количественные расчеты, воспользуемся методом 
усреднения, кратко изложенным в главе I. 

Для приложения. результатов $ 1 к уравнению (18.13) разложим 
правую часть уравнения (18.13) в ряд по степеням е. Имеем: 


а (\%) _v evi cosvt | e°vE? 605% 
dy o wo 3) @) to ФЗ [27 (+) в а 


Будем исследовать уравнение (18.16) для резонансного случая. 


Ву 
Предположим, что отношение т близко K некоторому рациональному 


числу г. где, как и выше, р и g, вообще говоря, небольшие взаимно 


простые числа. 
Тогда, полагая 


oa tte (18.17) 
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и вводя новую переменную t по формуле 
P 

t=vi——gQ, 

а? 


окончательно уравнение (18.16) можем записать в виде 


+2 
a fee era | 
ah uae es 
ke penne ee) aS Ge :) фи... (848) 


Уравнение типа (18.18) мы условились выше называть уравнением 
в стандартной форме. 

Приближенное решение этого уравнения может быть построено 
на основании принципа усреднения. 

В первом приближении согласно результатам $ 1 главы Г решение 
уравнения (18.18) будет: 


c=, (18.19) 
где & определяется из усредненного уравнения 
ы e+ Py 
а РЕГ ( q ) 
i EY, Yai $ . 
4$ qe Mt 2' ($) } ie: 20) 


Раскроем операцию усреднения в правой части полученного уравне- 


ния. Для этого необходимо разложить функцию an в ряд Фурье. 
Имеем: 
1 1 
a" (9) == Ap, 008 (np + 8»). (18.21) 


Заметим теперь, что выражение 
$ P 
о { cos (пФ 3.) соз ( + ; 2 )} 


Pies 


может быть отлично от нуля лишь при 7 


п. В этом случае имеем: 
М {cos (np -+ 9) cos (Е + ng)} = 7 cos (§ — 4,,). 
Ф 


Таким образом, если > #n, где п— целое число, то уравнение пер- 


вого приближения (18.20) вырождается в следующее: 


de 


de =eA, (18.22) 


$ 181. ВОЗДЕЙСТВИЕ ПЕРИОДИЧ. СИЛ НА РЕЛАКСАЦИОННУЮ СИСТЕМУ 225 


из которого находим: 
т = Е = eAg + const, 


P У Р 
t— — | 186, 
: а? G 2 )e-+e0 


g=ott+%, (18.23) 


и, следовательно, в первом приближении 


т; е. 


или 


= Z(wt +9)). (18.24) 


Итак, в случае, если Е #n, мы получаем для вынужденных коле- 


баний в первом приближении такое же выражение, как и для свободных 
колебаний, когда внешняя сила 
=Е с0з\Ёё на систему не воздействует. 

Таким образом, в первом прибли- 
жений влияние малой внешней силы 
на форму и частоту колебаний ока- 
зывается пренебрежимым в случае, 
когда ее частота не является доста- 
точно близкой к одному из обертонов 
собственной частоты. 


Рис. 108. 


Рассмотрим теперь случай, когда г равно некоторому целому чис- 
У 
лу т, что соответствует субгармоническому резонансу Orr. 
Из уравнения (18.20) находим: 


dé У 
пт cos (& — 4,,). (18.25) 


Полученное уравнение значительно проще, чем соответствующие 
уравнения первого приближения (14.39) для системы, рассмотренной 
в $ 14 настоящей главы, где мы получили систему двух дифференци- 
альных уравнений относительно двух неизвестных — амплитуды и пол- 
ной фазы колебания. В рассматриваемом случае релаксационных колеба- 
ний имеем лишь одно дифференциальное уравнение относительно фазо- 
вого угла &, которое к тому же интегрируется в квадратурах. 

Характер решений уравнения (18.25) можно обнаружить и непосред- 
ственно, не производя предварительно его’ интегрирования. 

Пусть, например, 


У emAm 
|ы-т| < | 


— IF (18.26) 
dé в ь 

Тогда производная de будет знакопеременной функцией & вида, изобра- 

женного на рис. 108. 


Таким образсм, очевидно, существуют постоянные решения &,, являю- 
щиеся корнями уравнения 


F (t) => —m— 24m cos (Е —8,) = 0. (18.27) 
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При этом те из решений, для которых 
Е’ (& = sin (€—9,,) > 0, 
неустойчивы, а Te решения, для которых 


F’ (t) = Ш ЕВ, < 0, 


в 


устойчивы. 
Так как в рассматриваемом случае & =t=vi— mp, имеем: 


=: [=], (18.28) 


т 


откуда очевидно, что вынужденные релаксационные колебания с тече- 
нием времени приближаются к установившимся периодическим колеба- 
ниям, соответствующим различным ксриям уравнения (18.27) и совер- 


- > У > 
шающимся с частотои, точно равной субгармонике м частоты у внепгней 


силы. 
Таким образом, для значений частоты у, лежащей внутри резонанс- 


ной полосы, определенной а (18.26): 


oma 
<= < m+ = 
имеет место явление от. 
Ширина резонансной зоны в первом приближении 
|smA 
как видно, пропорциональна амплитуде внешней силы. 
Рассмотрим теперь случай, когда у лежит вне резонансной зоны и, 
следовательно: 


ea 


(18.29) 


m— , 


т 


| | > в |. (18.30) 


В этом случае согласно уравнению (18.25) очевидно, что производ- 


= 


dé e Pa у У 
ная =. имеет постоянный знак, ревный знаку разности 8 т. 
№ 


Интегрируя уравнения (18.25), получаем: 


ы а 
Ф = ( 5 —_ a -+- const, 
retailed af" cos (E— tn) 
откуда находим: 
ё, 1 
p= rt +&, (18.34) 


где 


«= (> т пе (18.32) 


3, — произвольная постоянная, } (&) — периодическая функция & с перио- 


дом 2: 
cos ( — 


1 
7 (§) = —arctg ‘ 18.33) 
(== cos ( ЕЕК ( 
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Здесь 

В = arccos "т 
ey 
Обращая (18.31), получим: 

Е =9 (9— в) ЕР {a(p—4,)}, (18.34) 


где F (3) — периодическая функция $ с периодом 2м. 
Замечая, что в принятом приближении 
Ё == — т?, 


из (18.34) имеем: 


у = тф-а (ф— $) Е {a (Ф—%)}. (18.35) 
Положим 
a (p — 3) = 4; 
тогда 
= (18.36) 


(m-+a) 0-аЕ (6) =a(vt—m’,), 
откуда, решая это уравнение относительно 6, находим: 
а (1 —т о) а (vt — т®о) 
p= Od аа { el, (18.37) 


где с ($) — периодическая функция $ с периодом 2м. 
Подставляя значения 0 (18.37) в правую часть (18.31), получаем: 


= - 9, + о [т (9, —©,) Е — тф], (18.38) 
где обозначено: 
У У 
в = т - а ' oe a 
ф: = nae = const. 


Подставляя (18.38) в (18.28), находим окончательно приближенное 
выражение для вынужденных релаксационных колебаний в виде 


=2{2,t-+%,+¢[m(2,—2,)t—mg,]}. (18.39) 


Таким образом, в рассматриваемом случае колебания являются 
кратно периодическими и совершаются с двумя основными частотами — 
© частотой ® p» Которую можно было бы назвать измененной собстгенной 
частотой, так как 2,=0 при = =0, и с частотой биений 


У ем? АЯ, 
|m(2,—2,)| =| |e И 0 — moj? SA , (18.40) 


представляющей разностный тон между частотой внешней силы v= m2, 
и т-м обертоном измененной собственной частоты. 

Заметим, что при приближений у к границе резонансной зоны a—> 0 
а потому стремится к нулю и частота биений. 

Кроме того, нетрудно показать, что при удалении от резопанса интен- 
сивность биений, определяемых функцией с, уменьшается и измененная 
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собственная частота ©, приближается к своему значению ‹, cooT- 


ветствующему свободным колебаниям. 
Перейдем теперь к построению второго приближения. Для этого 
прежде всего найдем выражение улучшенного первого приближения. 
Рассмотрим сначала общий случай произвольного рационального 


значения отношения a 7 


Воспользовавшись разложением Фурье (18.21), получаем для коэф- 
фициента при первой степени з в правой части уравнения (18.20) выра- 


жение 


gC) at yas(otte)- 


=e [в ++, | + Cos [(»-2) p—t+h, Ths 


Поэтому улучшенное первое приближение будет иметь следующий 


вид: 
а (18.44) 
rye 
u(y, = —A osin (§-+2 9)-2 о y petrg tte 
ek 
q 


. f Р 
sin n—— )Ф—ЕЁ+% 
Boe An {< q ) ai 
Fl ge A) 
/ 4. P п 
7) q 
ae 
Подставляя значение + (18.41) в уравнение (18.20) и усредняя пох, 
получим уравнение второго приближения: 


и in P uf eee ie вм [2 ыы а 


- wz’ ($) we) 


(+) а а (18.43) 


de 
er [w2’ (¢)]? o 2’ (3) 


Pp 


Рассмотрим сначала нерезонансный случай, когда отношение 


не равно ни целому, ни половине целого числа, и следовательно, когда 
частота внешней силы не лежит вблизи обертонов собственной часто- 


no 
TH— nwo и ее половины — =. 
Заметим, что в принятом нерезонансном случае для любых целых п 
и т имеем неравенства 
Р 


р Pp 
п, пет. 
о ; 


$481] ‘ВОЗДЕЙСТВИЕ ПЕРИОЛИЧ. СИЛ HA РЕЛАКСАЦИОННУЮ СИСТЕМУ 229 


Далее, на основании (18.21) имеем: 


2" ($) 
(Оч 
т=Е0 


и] 


т awGees 
i 


(18.44) 
о +) ae sin (E42 >) + 
ee A, {sin | (n+2) o+8+9, |- 
nt 
nan [с-рены | 


Поэтому, учитывая (18.42) и (18.44), можем написать: 


т | 


wa’ (+) 


мы moe At z ту 2, 


[w2’ (4)? 


wz’ (+) 


sin ttl 3 
AB ART 4 1 
gg sig 5] = 4 “il ]. 
2 P 


После этого уравнение второго приближения (18.43) принимает сле- 
дующий вид: 
dé 


poe 2 ы Р 
ae eA 4 ey => я + ey, (18.45) 
где обозначено 
Az 2 
y= 2 »\z- >. (18.46) 
n#0 Was 


Интегрируя уравнение (18.45), находим: 
= [1-2 +2] Ф+&, 


где & — произвольная постоянная. Принимая во внимание (18.41), полу- 
чаем следующую формулу второго приближения: 


= р [> Рау | о [9 (-Р- ye +h | ‘ 
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43 которой с точностью до величин второго ВИ малости включи- 
тельно получаем: 


yawn Seu (tae [aoe ae (18.47) 


“> 


ев в aie 
aire t от ет 
Полагая здесь: 
pes 2 =: Eo 
г ; P= В: ; (18.48) 
1+ 57y a 


имеем: x 


ФО ви [О (v-229, )e—2 0} °. (18.49) 


Итак, в нерезонансном случае получаем следующие выражения вто- 
рого приближения для вынужденных релаксационных колебаний: 


x= 2(9), 


9= ое У — “At sin [n (О-о) м5] + 
м 2(n4+2 ) 


ey, ЗИ. ogiy 
п") 


где согласно (18.48) с принятой нами степенью точности 


[п (Qt +o) —vte+8,]+e4,sinvt, — (18.50) 


22 42 ae 
оо УР. (18.54) 
n#0 ae 


Из полученных формул второго приближения нетрудно исключить 
P 
q 
первого порядка малости, то формулы (18.50) верны ‘с точностью до вели- 
_ чин второго, а формула (18.51) до величин третьего порядка малости, 
С такой же степенью точности можем написать: : 


У 
вспомогательную величину — отношение ее Так как разность a 


z=2(9), 1 
eAnw я | 
= ОФ = Eno tay Sin (Ppt + 20) +vt+9,}+ 
+ a У сле y sin {п (Qt + 9) — ve +4,,} + 2A, sin ve, (18.52) 
Ottis к 24s no a по ] 
p 8 no—v' nwotyvi- 
1-0 J 


Найденное решение соответствует асинхронному режиму колебаний. 
Здесь колебания будут квазипериодическими с двумя основными часто- 
tamu vu ©. И 

Изменение фазового угла ф представляется здесь как’ вращение с по- 
стоянной угловой скоростью, равной 2,, на которое налагаются колеба- 
ния с малой амплитудой, с частотами ae по, —у, п Ну. 
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Перейдем теперь к построению второго приближения в резонансном 
случае. 
aM исследования резонансного случая следует взять отноше- 


ние — т равным целому или половине целого числа. Если положим a =m, TO 


B eaqeeaee уравнения второго приближения получим уравнение, отлича- 
ющееся от (18.25) на члены второго порядка малости. С помощью этого 
уравнения мы можем уточнить положение и ширину резонансной зоны, 
уточнить значение измененной собственной частоты асинхронных колеба- 
ний ит. Д. 
Не останавливаясь на этом, рассмотрим случай, когда отноше- 

ние : является половиной целого числа: 

р _ 2т-1 

фо” 


Для раскрытия операции усреднения в уравнении второго прибли- 
жения (18.43) заметим, что согласно (18.42) имеем: 


и(®, = — доз (+ ты #)- 


: 2m + 1 
ата yy ant [Cot 5 dette ] _ 


2 2 2т +1 
то n+ = 
: 2т -- 1 
ку ant [Co zo eat |. (18.53) 
2 2 Эт --1 , ; 
a ane a 


подставляя значение (18.53) в правую часть уравнения (18.43), после 
ряда выкладок находим: 


Oa AT ey at MENS 608 (2 фи), (18.54) 


где обозначено 


. 2 sin (2m -- 1) $ 
би da = M р}, 


= cos (2т + 1) $ 
S008 Gq = —М ря *}. 


(18.55) 


Полученное уравнение (18.54) отличается от уравнения (18.45) для 
нерезонансного случая наличием слагаемого 

o am+it 

8” Sn, COS (2E — фи). 


Так же как и в случае первого приближения, нетрудно видеть, что 
резонансная зона определяется неравенством 


2 2т 
22 wa Sa < у < =2 z a (18.56) 


o 
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или, вводя измененную собственную частоту ®, с той же степенью точ- 
ности, неравенством 


2m+1 У 2т--1 g2m+i 
— 22 Sin< a. 5 < 22 у Sint 


(18.57) 


Итак, рассматривая первое приближение, мы нашли резонансные 
зоны только для у, лежащих в окрестности то, причем ширина их ока- 
залась пропорциональной первой степени з; во втором приближении обна- 
руживаются дополнительные резонансные зоны для у, лежащих в окре- 
2т-- 1 

2 


стности ©, и ширина этих «вторичных» зон пропорциональна ‘ква- 


драту = 
Анализ высших приближений указал бы также на наличие резонан- 


сных зон для у 4%, q=3,4,... с шириной порядка =1. 


$ 19. Воздействие «периодических» сил на нелинейные системы 
с медленно меняющимися параметрами 


Перейдем теперь к рассмотрению воздействия внешних «периоди- 
ческих» сил на нелинейные колебательные системы C медленно меняю- 
щимися параметрами, причем будем предполагать, что «частоты» внеш- 
них сил в свою очередь также медленно изменяются со временем (мед- 
ленно в смысле, указанном нами в $8). 

Итак, рассмотрим следующее нелинейное дифференциальное уравне- 
ние с медленно меняющимися коэффициентами: 


al moO | + (9 2=зР( 9, х, 2). (19.1) 


в котором, как и везде, е— малый положительный параметр, т = =! — 
ах 

«медленное» время, Е( *, 9, х, а, )— Функция периодическая по @спе- 

риодом 2x, которая может быть представлена в виде 


F (+, 2, F)= > ere x, =), (19.2) 


ах \ » < 
причем коэффициенты ЁР, (+, 7, 7, | этой конечной суммы в свою оче- 


редь являются некоторыми полиномами х, Коэффициенты этих по- 


4х 
а ° 
dé 
линомов зависят от <. Будем предполагать, кроме того, что та. (*), 
т. е. мгновенная частота внешней периодической силы тоже медленно 
изменяется со временем. Для возможности применения асимптотического 
метода к построению приближенных решений уравнения (19.1) предпо- 
ложим, каки в $8, что коэффициенты уравнения (19.1) т (<), k(t), 


а также Ё, Cs a: =) и v(t) имеют достаточное число производных но 1 


для всех конечных значений +t и, кроме того, для любых + на интер- 
вале O<t<Lm(s) и k(t) строго положительны. 
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При этих предположениях построим приближенные решения для 
уравнения (19.1) в самом общем виде, пригодные для исследования как 
резонансной зоны, так и подходов к ней из нерезонансной зоны, при- 
чем для случая любого демультипликационного резонанса. 

К правильному выбору структуры асимптотического решения урав- 
нения (19.1) приходим, как и в предыдущих параграфах, из тех же 
физических соображений. 

При отсутствии возмущения (= =0} и при постоянном 7 решение 
уравнения (19.1) будет выражаться синусоидой с постоянными амплиту- 
дой и фазой колебания, определяемыми начальными значениями. 

При наличии возмущения в решении могут появиться обертоны, гар- 
моники комбинационных частот; могут возникнуть различные резонансы 
и другие явления, о которых мы уже говорили выше ($$ 1 и 13). Нали- 
ume же медленно меняющегося времени * (медленная изменяемость массы 
системы, коэффициента упругости, частоты внешней периодической силы и 
других параметров) также вызывает в системе ряд дополнительных явлений, 
не наблюдаемых в колебательных системах, описываемых уравнением (13.1). 
Так, например, как указывалось в $8, здесь уже теряет смысл обще- 
принятое понятие собственной частоты системы, так как в данном слу- 
К (<). 
т (3) 
няться со временем, зависимость мгновенной частоты внешней силы v(t) 
от времени будет влиять на величину амплитуды колебаний и т. д. 

Пранимая во внимание все эти физические соображения, естественно, 
учитывая структуру асимптотических решений для уравнений (8.1) 
и (13.1), приближенное решение уравнения (19.1) искать в виде ряда 


= асов (РОВ) зщ (‹ а, 0, 20-8) + 
а, (т, а, 6, Роз) +... (19.3) 


в котором и, (, а, 9, 20+3), и, ( +, а, 4, 29+), ... — периодиче- 


ские функции углов 4, г 9--$ с периодом 27; р и 4, как и выше, — не- 


чае «собственная частота»  (t) = будет также медленно изме- 


которые небольшие взаимно простые числа, выбор которых зависит от 
того, какой резонанс мы собираемся исследовать, а величины а и $ — функ- 
ции времени, определяющиеся из следующей системы дифференциальных 
уравнений: 

а 


Е = Ai (т, а, $)+2"A,(t, a, +..., 


a 2 (19.4) 
Goa) Oe a,$)+2B,(t,a,9)+..., 


k() dé 
nee «собственная» частота системы, ao (=) — мгновен- 


ная частота внешнего периодического возмущения, t=2l, а разность 


где w(t) = 


w (5) 21 > (9) может изменяться в процессе колебания. 


Для определения функций, стоящих в правых частях выражений (19.3) 
и (19.4), мы можем, как и обычно, найти, исходя из (19.3), выражения 
ах dz 
а’ dt® 
жения подставить в уравнение (19.1), приравнять коэффициенты при оди- 


для с учетом, разумеется, уравнений (19.4), полученные выра- 
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наковых степенях =, после чего найти выражения для и, ( <, a, 4, a 6+ 3), 


их (<, a, 4, Pare), ..., а также, учитывая дополнительные условия 


типа (1.8), выражения для A,(t, а, $), В, (х, а, $), А, (<, а, 9), 
Во (<, а, 3), .. 

Можно sta функции найти и проще, воспользовавшись уравнениями 
гармонического баланса, которые в рассматриваемом случае имеют вид: 


2% 9 
{пох ] +#®=- 


0 
а (+, 6, 2, т}. ees cos (2649) dd =0 


2%q 4 (19.5) 
d 
( {5 [ =) F | +k(t)2— 
0 
oe 
= ce $ = 
«Е (=, 9, т, at x=a cos { 2 3+8) +... sin ( q 8+ ав 0 ) 
п dx dy 
одставляя В подынтегральные выражения значения 2, a ’ ae 5 


найденные из (19.3) с точностью до величин первого порядка малости 
© учетом того, что а и $ являются функциями времени, удовлетворяю- 
щими уравнениям (19.4), и, произведя интегрирование, получаем уравне- 
ния тина (14.34) для функций A,(t, а, $) и В, (х, а, 9). 
x 2 

Учитывая при подстановке х, ще 
нальные з?, получим уравнения, определяющие А, (х, а, 9) и В, (ct, a, 3). 

После этих элементарных выкладок находим приближенные решения 
для уравнения (19.1). 

В первом приближении решение уравнения (19.1) будет иметь вид 


waacos 20+ 3) $ (19.6) 


где а и $ должны быть определены из системы уравнений первого при- 
ближения: 


также величины, пропорцио- 


4 
ар = 4, (<, а, 9), 


а (19.7) 


= (9—2 (5) +В, (т, а, 8), 


в которой А, (т, а, $) и В, (т, а, 3) — периодические по $ с периодом 2* 
частные решения системы 


[» re Os — 2а»ь (5) В, = 1 
an 2a 
= Ey (3) ый \ Fo (т, a, 6, $) ei#9® cos $ 40 dd, 
ь (19.8) 
[49-256] у еб. , 
2% 2% 


1 Е ты 
ЕТ (=) № eiegd ) \ Fy (<, а, 9, $) е— 143 sin $ 40 dd. | 
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-B этой системе, как обычно, введено обозначение 
Ру (т, а, 9, $) = Е (<, 0, acos, — аю (<) т $), ИХ =. 


Во втором приближении имеем: 


= P. P 
z=acos( 26+) и, (=, a, 9, Po+e), (19.9) 
где аи $ решения следующей системы уравнений: 
В, (<, а, 9) =2 А, (<, а, 3), 
58 (19.10) 


WTO) Lvs) «В, (<, а, $3) -- = В, (t, a, 3). 


Здесь Uy G a, 4, Pa+40) определяется формулой 


+ [пот (2 +в) | 


P e 
11(% 46 $049 — aay У из ах 


2 27 
x \ \ Fo (ла, 0, d)entem+md 4046, (19.11) 
оо 
в которой суммирование выполняется для значений п, т, удовлетворяю- 
щих условию пд -- р(т + 1) == 0. В этом случае в правой части выраже- 
ния (19.11) отсутствуют члены, знаменатели которых могут обращаться 
в нуль для любых t в интервале O<t<L. А, (<, а, $) и В, (х, а, 3) 
определяются из системы уравнений: 
9, 


[29-250 | Set — 29 (9) В, = ) 


0A 0A 0A d A 
= — [Ba BB+ a 4+ SO A + 


262% 


28 conf ee 
T Satin (=) pa ae \ Fi (с, а, 0, $) e—%2" cos ф db 4$, 
3 0 


$ (19.12) 
[29-56 | а os + 2 (<) А, = 
aB aB aB d В 
= -[ Ga ЧА, + oy OB + GS a+ 24, В, + oe eh | - 


2% 2% 


1 г e ан 
~~ Эайт (т) pa я. Е а, 4, ф)е 198 singel ay | 
a 3 


где Fy (х, a, 0, $) — функция, периодическая по 0 и $ с периодом 2r, 
явное выражение для которой становится известным, как только будет 


найдено выражение для и, (5, а, 6, 9) (+ = 8+ 3). 


Заметим так же, как и в $ 8, что полученные здесь уравнения, 
определяющие а и $ в общем случае, не могут быть проинтегрированы 
в замкнутом виде, и поэтому приходится пользоваться численными мето- 
дами интегрирования или ограничиваться исследованиями качественного 
характера; численное интегрирование уравнений типа (19.4) во много раз 
проще, чем численное интегрирование непосредственно Уранаения (19.1), 
как 06 этом ‘уже говорилось. 
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Перейдем к рассмотрению некоторых частных случаев уравнения (19.1). 

В качестве первого частного случая рассмотрим дифференциальное 
уравнение колебаний нелинейного вибратора, находящегося под воздей- 
ствием синусоидальной силы, амплитуда и мгновенная частота которой 
‚ медленно изменяются. В этом случае имеем следующее дифференциальное 
уравнение: 


m ©. | ka =ef (=, = )+ ef (<) sin 4, (19.13) 


do 
где эр = у (<), х ==, т и А— постоянные. 

Колебательные системы, описываемые уравнением такого типа, играют 
значительную роль в машиностроении, электротехнике и т. д. 

Как указывалось выше (см. $ 13), в таких системах в первом при- 
ближении возможно обнаружить только основной резонанс, поэтому мы 
сейчас остановимся на составлении уравнений первого приближения для 
случая основного резонанса p=1, 4=1. Для вывода уравнений первого 
приближения воспользуемся уравнениями гармонического баланса. 

В первом приближении для случая основного резонанса решение 
уравнения (19.13) ищем в виде 


=асоз (0+ 3), (19.14) 


где а и $ должны быть определены из уравнений первого приближения 


d 

aed, (т, a, 4), 

43 (19.15) 
= =O V(t) + вВ, (5, а, $), 


в которых 


Ve 
o= — = const. 
m 


Определим А, (х, a, $) и В, (с, a, $). Для этого находим (с точностью 
до величин порядка з включительно) 
а а 
Е = = cos (64-3) —a sin (6+ 9) 
= eA, cos (8 + 4) — aw sin (84 $) — sabi sin (@ + 3), (19.16) 


нее. > 


Е а [@—»@) 4 2A _ 2anB 1 | cos (8 + 8) — ав? cos (0-+ 8) — 
В 2 
— | ae + 2A, | зш (8-- 3). (19.17) 
и (19.17) и (19.14) в левую часть уравнения (19.13), имеем: 


{moe +key ани [@—5()) Be — 2008, | 8 (5+ 8) — 
— ет [was Ва BoA, ] зш (8+3), (49.18) 


так как 
то? =k. 


Мы здесь не учитываем члена =йи, (ч, а, 0, 0+3), так как он не содержит 
первой гармоники и при интегрировании пропадает. 
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Правую часть уравнения (19.13), учитывая (19.14) и (19.16), можем 
представить с точностью до величины порядка = в виде 


Lf. ах ; РН 
{ef(2, =) +В (5) т} cos (848) — 
=ef(acos (8+3), —awsin (6 + 3)) - Е (<) sind, 


или 


{+1 (г, Se) tek ( ie sino} =a cos (0+) 
ие — aw sin $) cos ф db + 
| ре — воз ф) sin ф4ф--= У {2 (a) совп (8+ 3) + 


n#1 
+ fr (а) sin п (6 + 3)} + =Е (<) [cos $ sin (64-9) —sin $ cos(6+9)], (19.19) 


rye 
1 2% 
AP (a)=—= \ fola, $) cos ng dy, 
0 
1 
(a) == \ (а, $)sinng de, 
0 
причем 


(а, $) =[(ас08ф, —awsin 5). 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ¢ и одинаковых 
гармониках (соответственно при синусах и косинусах) в правых частях 
выражений (19.18) и (19.19), находим систему уравнений, определяющую 
A,(t, а, $) и В, (с, а, 3): 


т |» — (<) a == ул, ф) cos ф 4% — E(t) 13, 
0 


| 
~ S (19.20) 
т | (m—v(t)) а Ze a: + 204, | = Е (а, $) 5154-Е (доз, | 
0 


из которой без затруднений находим: 


2% 
Е 
да 8)= — 5 — у, $) sin pdb — ey 08) 
(19.24) 


1 Е (< F 
B, (x, a, = — 5 [ fy (а, §) cos bdo + SE) sin. 
9 


er po ee” 
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После этого уравнения первого приближения принимают следующий вид: 


2n 
da: В (=) ) 
at — Fame \ foe ыы 909, 
Qn › (19.22) 
ie Я (ъ) 


г = —* (9) — Fema №5 (в, 9) cos pdb оу. | 
0 


Воспользовавшись обозначениями (15.5) (см. $ 15), систему (19.22) 
можно записать следующим образом: 


да . Е (zt) 

ge (08 — ок] cos 3, i P 
aa (a) —v(z) +2) _ sin} Cate 
dt ь ° та [в у (5)] ; 


где 5, (а) и ®,(а) являются соответственно. эквивалентным декрементом 
затухания и эквивалентной частотой для нелинейной колебательной 
системы, описываемой уравнением (15.6). 

Для нашего случая ги, (т, а, 0, 0;%) мы можем найти либо вос- 
пользовавшись формулой (19.11), либо непосредственно как вынужденные 
колебания, возбуждаемые в исследуемой системе высшими гармониками, 
находящимися в правой части выражения (19.19), т. е. суммой 


е ря {fa (a) cos п (6+ 9) + f? (a) sin n (6+ 3)}-. 


Явное выражение для eu,(t, а, 0, 043) будет: 


su, (<, а, 0, 90--3) = Е Toe “x | cosn (8+ 9) \ fo (4, ф) cos ny dy + 
0 


n#il 
2m 
+ тп (6+ 9) \ f(a, 9)sinngdy |. (19.24) 
é 


причем оно не зависит от медленного времени < и совпадает CO вторым 
слагаемым в правой части (15.4). 

Выражений для А, (с, а, $) и В, (5, a, %) мы здесь находить не будем; 
заметим только, что для их определения. после того как мы нашли явное 
выражение для и. (с, а, 6, 9+ 9), проще всего опять воспользоваться уравие- 
ниями гармонического баланса, однако все выкладки вести уже с тоз- 
ностью до величин второго порядка малости включительно. 

В качестве второго частного случая рассмотрим весьма распространен- 
ное в технике уравнение Матье в случае, если частота модуляции. медленно 
изменяется со временем. Имеем уравнение 


TE 0? (1—1 6080) #=0, (19.25) 


где =v(t), х= =, хи й — постоянные, причем hk < 1. Обозначая h = chy, 
можем уравнение (19.25) представить в виде 
© | д = awh, 2 603 6. (19.26) 


Как указывалось выше, для уравнения (19.25) уже в первом при- 
ближении можно рассматривать демультипликационный резонанс. Поэтому 


$19] ВОЗДЕЙСТВИЕ «ПЕРИОДИЧЕСКИХ» СИЛ НА НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМы 239 


построим асимптотическое решение в первом приближении для случая 
p=1, ¢=2, воспользовавшись, как и в предыдущем случае, уравнениями 
гармонического баланса. 

Итак, решение уравнения (19.25) ищем в виде 


1 
z=acos(>6+9), (19.27) 
где а и $ должны быть определены из системы 


da 
at = 2A, (t, a, $), 


dd 
“dt 


7 (19.28) 
У (<) +eB,(t, а, 9). 


Определим А, (, а, $) и В, (<, а, 9). Для этого, подставляя (19.27) 
© Учетом соотношений (19.28) в левую часть уравнения (19.26), имеем 
© точностью до величин первого порядка малости: 


{= to} ie =e [(o-f9¢ ) 55 
—e| («-55(9)а ast + 2wA, | зш( 5048), (19.29) 


Правую часть уравнения (19.26) можем представить в виде: 


As — 2awB 1 | 008 (+ 0+3) 


2 sores в 
{ew?h, x COS 9} _ maces (4040) = о cos 28a cos ( 5 9 +o) + 


+n a a В 
wh 
+ SO gi n3( > 28-8 )sin 2%. (19.30) 


Приравнивая коэффициенты при первой гармонике в правых частях 
(19.29) и (19.30), получаем систему уравнений: 


(o —59(s) ) 3  — 2awB, = = 2h cos 28, 
/ 4 : a (19.31) 
(o= 39) а’ + 204, = = 5 sin 23, 
из которой находим: 
At, a, == wey sin 28, 
не (19.32) 
В, (с, а, $) = — 5 008$. 


2% (5) 


И, следовательно, уравнениями первого приближения, определяющими а 
и $, в рассматриваемом случае будут: 


аа aho 
dt = Dey $ 2%, 
9$ у (=) hw (19.38) 


240 ВЛИЯНИЕ ВНЕШНИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИЛ [Гл. ИТ 


Остановимся теперь на применении полученных формул к исследова- 
нию колебательных процессов в конкретных системах с медленно меня- 
ющимися параметрами, в частности, рассмотрим явления, происходящие 
в колебательной системе при прохождении через резонанс. Для того, 
чтобы легче было сопоставить полученные результаты с изученным стацио- 
нарным режимом, рассмотрим, как и в $ 15, нелинейный вибратор с же- 
сткой характеристикой нелинейной восстанавливающей силы (Ё = сх + 428, 
4> 0), находящийся под воздействием внешней синусоидальной силы 
с постоянной амплитудой и медленно изменяющейся частотой. Пусть 
колебания этого вибратора описываются следующим уравнением: 


то +b 4 cx4-da%=Esin 6, (19.34) 


где — координата, определяющая положение системы, tf — время, т — Mac- 
ca, В коэффициент сопротивления, F = сх -+ 4х3 — нелинейная восста- 
навливающая упругая сила, Ё — амплитуда возмущающей силы, 0— 
некоторая функция времени. Введем, как и выше, для упрощения выкла- 
док безразмерные x, и ¢, по формулам: 


в= “а. в =Иу- i: (19.35) 
тогда уравнение (19.34) запишется в виде 


4. 
ai ate bar 2, -- 28 = Е, зщ 0, (19.36) 


. b E а 
а = = Е, = —- —. 
у тс с с 
Предположим, что трение, амплитуда внешней силы, а также член, 


характеризующий нелинейность, достаточно малы по сравнению с соб- 
ственной частотой системы, т. е. система близка к линейной консерва- 


тивной, и положим 
[2+2] =У (2, Gt). (19.37) 


Тогда согласно (15.5) находим: 


после чего, воспользовавшись (19.14) и (19.23), в первом приближении 
получим: 
x, =acos (8+ 4), 


где а и $ должны быть определены из системы уравнений: 


cL aes ie cas cos 3, 
аа У) 
Ey (19.38) 


3a? r . 
ap y+ 3 а 


48 
при этом y(t) = 7 — некоторая функция времени, характеризующая закон 


изменения со временем мгновенной частоты внешней силы. 
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В $ 15 подробно исследован стационарный режим колебательных 
систем, описываемых уравнением типа (19.34); построены резонансные 
кривые; исследована устойчивость различных ветвей этих кривых; рас- 
смотрены гистерезисные явления, возникающие в связи с нелинейностью. 

Здесь мы рассмотрим поведение кривых зависимости амплитуды коле- 
бания от частоты внешней силы при медленном изменении частоты со вре- 
менем, причем допустим, что в процессе своего изменения частота внешней 
силы проходит через резонансные значения *). Для того чтобы построить 
резонансные кривые при прохождении через резонанс, необходимо систе- 
му уравнений первого приближения (19.38) численно проинтегрировать 
при помощи какого-либо метода численного интегрирования. Для иссле- 
дуемых уравнений (19.38) удобным является метод численного интегри- 
рования, разработанный А. Н. Крыловым. Заметим, что нет необходимо- 
сти численно интегрировать уравнения (19.38) для всего промежутка 
времени, в течение которого изменяется частота внешней силы. Для полу- 
чения полной картины процесса, происходящего при прохождении 
через резонанс, достаточно проинтегрировать систему (19.38), начиная 
от того момента времени, когда частота внешней силы достаточно близка 
к собственной частоте системы, но еще не находится непосредственно 
°в резонансной зоне. 

Как показывает практика построения резонансных кривых при про- 
хождении через резонанс для тех значений частоты внешней силы, для 
которых стационарвая резонансная кривая близка к горизонтальной 
линии, кривые прохождения через резонанс мало отличаются от стацио- 
нарных резонансных кривых даже при достаточно больших скоростях 
изменения частоты внешней силы. Кроме того, на характер резонансных 
кривых при прохождении через резонанс (на величину и положение ма- 
ксимума ит. д.) почти не влияют начальные услсвия в случае, если они не 
находятся непосредственно в резонансной зоне (т. е. в зоне частот, где 
амплитуда резко возрастает). Поэтому для численного интегрирования 
системы (19.38) в качестве начальных значений целесообразно принимать 
значения а, $ и у, удовлетворяющие стационарному режиму вблизи резо- 
нансной зоны, но не в зоне быстрого возрастания амплитуд. | 

На преимущество интегрирования системы уравнений (19.38) по срав- 
нению с непосредственным интегрированием уравнения (19.34) уже обра- 
щалось внимание, и поэтому подробно на этом останавливаться не будем. 


Будем рассматривать случай, когда мгновенная частота внешней силы 
зависит от времени линейно: 


у (5) = v9 + Be; ‚ 19.39) 


при В>0 частота возрастает со временем, при B<O— убывает. Скорость 
прохождения через резонанс зависит от значений В. Чем больше по абсо- 
лютной величине В, тем скорее система проходит через резонанс. 

Численно интегрируя систему уравнений при различных значениях В, 
получаем ряд кривых прохождения через резонанс, которые приведены 
на рис. 109, 110, 111. Для сопоставления со стационарным режимом на 
этих же рисунках приведены стационарные резонансные кривые, построен- 
ные согласно формулам $ 15. 

На рис. 112 и 113 приведены как стационарные резонансные 
кривые, так и кривые прохождения через резонанс для случая, когда 


*) Этот вопрос подробно рассмотрен в нашей работе [31]. 
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‚ Рис. 441. 
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характеристика нелинейной восстанавливающей силы имеет вид, при- 
веденный на рис. 114. 

Анализ построенных резонансных кривых при прохождении, через 
резонанс позволяет выявить ряд характерных особенностей этого слож- 
ного явления, а также влияние на него нелинейности системы. Этот вопрос 


a 


40 Г 


30 ~t | 


20 
10 

Ба eed 
070 075 080 085 090 095 100 105 WO 18 


® ис. 112, 


подробно расемотрен в специальной литературе [31], и поэтому мы здесь 
укажем только на некоторые характерные особенности этого явления, 
резко отличающие его от обычного резонанса при стационарном режиме. 

При прохождении через резонане существенное влияние на резонанс- 
ные кривые оказывает скорость изменения частоты внешней силы: ‘при ее 


а 


077 475 080 085 090 04725 4100 105 10 18 


Рис. 113. 


увеличении максимумы амплитуды снижаются, а острота первого макси- 
мума становится меньше остроты стационарной резонансной кривой. 

После достижения первого максимума наблюдаются биения амплитуд, 
причем чем быстрее осуществляется прохождение через резонанс, тем 
характернее выражены после первого максимума несколько максимумов 
меньшей величины. 

Если при стационарном резонансном режиме в системе вследствие 
нелинейности имеются точки разрыва амплитуды, то при прохождении 
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через резонанс для соответствующих значений частоты наблюдаются рез- 
кие изменения амплитуды (особенно для медленного прохождения). 

Максимумы амплитуды имеют место не в момент совпадения частоты 
возмущающей силы с собственной частотой системы, а позже или раньше, 
что зависит от скорости изменения частоты, характера нелинейности, 
а также от направления изменения частоты. 

В каждом конкретном случае нелинойность накладывает специфиче- 
ский отпечаток не только на стационарную резонансную кривую, HO и на 
кривые прохождения через резонанс, причем чем медленнее прохождение 

через резонанс, тем сильнее сказываются 
FO) особенности данной нелинейности. 

Остановимся теперь на исследовании не- 
которых примеров нелинейных колебательных 
систем с переменными коэффициентами, в 
которых возможен более сложный резонанс. 

В качестве первого примера рассмотрим 
поведение амплитуды при резонансе л-го 
рода в зависимости от режима изменения 
расстройки в колебательном контуре с реге- 
нерацией при помощи лампы. Этот пример в 
случае п=2 при постоянной расстройке рас- 
сматривался нами в $ 15. Ра 


wo 
Если расстройка § = —jar Изменяется 


Рис. 114 


со временем, то, как нетрудно видеть, вместо (15.50) получаем 
следующее уравнение: 


4? d $ 
бане (91 (=, т E(x) )+Е sin 2, (19.40) 
которое при помощи замены переменной 
a=2——-sin 2 (19.41) 


может быть приведено к виду 
d Е .. 4 2Е 
Ча т= (9 (2—3 sin 2t, чу — cos 2t, E(x) ). (19.42) 


Предположим, как ив $ 15, что 


f(a, BZ Е) = ++ w+ ates = (49.43) 
причем для Е. положим: 
0,016 
as Fes 
k(s) = EO) те, .= 0,016, ee 


О eae = —0,05. 


Тогда уравнение (19.42) принимает следующий вид: 


| otis = Gow {k(s)— —2(2-Fsin2)+ . 


+y(2-Fsin 2) } & 7 cosa) + 20, (== sin 2). (19.45) 
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Воспользовавшись формулами (19.6) и (19.7) и полагая р==1, 9=2, 
после ряда выкладок в первом приближении получим: 


z=acos(t+4), (19.46) 
где аи $ должны быть определены из системы уравнений: 


чт (9) {za a[ e+e] + i+ Se sin 2s |, 
=) {- =. pt 00528 |. 


(19.47) 


Для построения графиков, характеризующих изменение амплитуды 
колебания при резонансе 2-го рода для различных режимов изменения 
расстройки Ё (<), необходимо, как и обыч- 
но, численно проинтегрировать систему 
уравнений (19.47). 

Для определенности предположим, что 
расстройка изменяется за счет изменения 
собственной частоты w колебательной си- 
стемы, причем предположим, что & (<) изме- 
няется согласно формуле 


b(t) =§, а. (19.48) 


Подставляя это выражение в ypaBHe- 
ния (19.47) и произведя численное инте- 0 &fr) 
грирование, получаем кривые, характери- Е 
зующие зависимость а от & для различных | : 
значений а (рис. 115). 

На этом же рисунке для сопоставления приведена ‚резонансная кри- 
вая при стационарном режиме, построенная согласно формуле (15.72) 
(жирная линия). 

Анализируя полученный график, можно сделать ряд выводов. Как 
и обычно, при увеличении скорости прохождения через резонанс максиму- 
мы резонансных кривых снижаются и смещаются. Резко бросается 
в глаза существенное отличие в поведении амплитуды колебания при 
прохождении через резонанс второго рода по сравнению © расемотренным 
выше примером прохождения через обычный резонанс. В то время как 
при прохождении через обычный резонане (см. рис. 110) после первого 
максимума резонансной кривой наблюдалось еще несколько максимумов 
меньшей величины, и таким образом, колебания носили характер зату- 
хающих биений, в данном случае амплитуда‘ после достижения макси- 
мального значения непрерывно убывает, стремясь к нулю. 

В качестве второго примера рассмотрим прохождение через парамет- 
рический резонанс. 

Пусть ва стержень длиной { с шарнирно закрепленными концами 
(рис. 116) действует «периодическая» продольная сила 


E,cos@, (19.49) 


а 


. @9 
мгновенная частота которой — = (<), медленно изменяясь со временем, 


проходит через удвоенное критическое значение (для определенности 
положим через удвоенное первое критическое значение). 
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Дифференциальное уравнение поперечных колебаний стержня можем 
записать в виде 


ЕГО АУ Е соб Е == 0, (19.50) 


где, как ив $ 17, А— площадь поперечного сечения, EJ — жесткость, 
— плотность материала, из которого сделан стержень, g — ускорение силы 
тяжести. 

Граничные условия будут 


9?у ‘ 
y| 79: |, 0, 
—. ре (19.51) 
т ee 
У = д | | 
и поэтому путем подстановки 
у=азтт- 
уравнение (19.50) можем свести к следующему: 
2 
а? (1—1 6086) #=0, (19.52) 


где обозначено: 
_ Вой 2 __ Elgn?® 
ть,” а 


Ul я | ь 
редположим, что =; = (<) = * -- ай, изменяясь со временем, прой- 


дет через удвоенное значение частоты ®. В этом случае для исследования 
колебательного процесса построим первое приближение, соответствующее 
резонансу р=1, g=2. Для 
этого мы можем воспользоваться 
непосредственно формулами, вы- 
веденными выше для уравнения 
(19.25). Итак, согласно (19.27) 
п (19.33) имеем: 


г=аесв (5048), 


где а и $ должны быть опреде- 
лены из системы 


2,605 9 
Хх 


da ahw? . 
= рот 2 "| 
4 ou Vo + at 
9 w= OW aos ` (19.53) 
hw? yg 
Рис. 116. Puc. 117. НЕЕ cos 20 . 


Задаваясь численными значениями h, w, vy, а и интегрируя систему 
(19.53) численно, получаем кривые прохождения через параметрический 
резонанс, приведенные на рис. 117. 


ГЛАВА IV 
ОДНОЧАСТОТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ В НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 
СО МНОГИМИ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 


$ 20. Собственные одночастотные колебания 
в системах CO многими степенями свободы 


Колебательные системы со многими степенями свободы, и даже с бес- 
конечным их числом, постоянно встречаются во многих актуальных про- 
блемах современной техники. 

Как известно, даже в`случае, если колебания в таких системах опи- 
сываются дифференциальными уравнениями, близкими к линейным, 
то приложение обычных асимптотических методов нелинейной . меха- 
ники, идея которых изложена нами выше, требует предварительного 
решения совокупности линейных дифференциальных уравнений с чи- 
слом неизвестных пропорциональным числу степеней свободы, что CO3- 
дает значительные затруднения при практическом применении этих 
методов. У 

В колебательных системах со многими степенями свободы наличие 
неизбежного внутреннего трения, а также наличие внешних возмущающих 
сил приводят обычно к быстрому исчезновению высших частот, т. е. к уста- 
новлению основного тона колебаний (или колебаний с какой-либо одной 
частотой ®,). Поэтому целесообразно при исследовании системы со мно- 
гими степенями свободы рассматривать одночастотный режим, т. е. коле- 
бания системы, при которых все точки нашей системы совершают колеба- 
ния с одной и той же частотой. 

Как будет видно из дальнейшего, построение асимптотических 
разложений в этом случае может быть произведено так, как если бы мы 
имели дело с колебательной системой с одной степенью свободы. 

Для рассмотрения общего случая предположим, что одночастотные 
колебания в системе со многими степенями свободы описываются следую- 
щей системой дифференциальных уравнений: 


а п 
+ ве: = ERP (Layover Ly) ей (21, ..., Ba) toe (20.1) 
q=l 
(A=14, 2,..., п), 


переходящей при нулевом значении малого параметра ¢ в систему линей- 
ных дифференциальных уравнений: 


d nr 
Re itn = OSs 2p uces в) (20.2) 


а=1 


< постоянными коэффициентами, Систему дифференциальных уравнений 
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(20.2) будем в дальнейшем называть дифференциальными уравнениями 
невозмущенной системы. 

Предположим, что в невозмущенной системе возможны незатухающие 
гармонические колебания с некоторой частотой в: 


Ly = афье +) + ag, ме + (20.3) 
(REA). ам) 


зависящие только от двух произвольных постоянных а, 0; здесь $,, 9,* — 
собственные функции, характеризующие форму колебания, а значок * 
указывает на переход к комплексно-сопряженной величине. 

Предположим также, что в невозмущенной системе единственным 
статическим решением будет тривиальное решение: х, =0 (&=1, 2,..., п) 
и что, кроме того, в ней невозможны незатухающие колебания с часто- 
тами кратными о (условие отсутствия внутреннего резонанса). 

При этих условиях будем искать решение невозмущенных уравне- 
ний (20.1), соответствующее одночастотному колебанию нашей системы 
со многими степенями свободы, с помощью разложений 


х, = ay, ei + аф,*е-® + ви” (а, $) + ?и;” (а, Ф) +... (20.4) 
(A=14, 2,..., п), 


в которых wu” (a, 9), иР’(а, ),... (k=1, 2,..., п) являются периоди- 
ческими функциями угла $ с периодом 2*, а величины а и $ как функ- 
ции времени определяются дифференциальными уравнениями: 


44 —вА, (а) + 84, (а) +..., 


Baw + 2B, (а) 8, (@) +. 


(20.5) 


Таким образом, Kak и в предыдущих случаях, мы здесь ставим задачу 
определения функций 


ик’ (а, $) uf (a, $), ... (Е=1,2,..., п), (20.6) 


периодических, с периодом 2т, по отношению к $ и функций 
А, (а), А, (а), ...; В, (а), В, (a), ... (20.7) 


таким образом, чтобы выражения (20.4) удовлетворяли бы уравнениям 
(20.1) всякий раз, когда а и $ удовлетворяют уравнениям (20.5). 
Заметим, что, поскольку интегрирование уравнений (20.5) вводит 
только две произвольные постоянные, мы получаем с помощью выраже- 
ний (20.4) приближенное представление не для общего решения уравне-. 
ний (20.1), которое должно зависеть от п произвольных постоянных, а 
лишь для двупараметрического семейства частных решений. Так как 
в нелинейных системах принцип суперпозиции не имеет места, то, исходя 
из различных частных решений, мы не можем непосредственно построить 
общее решение. Однако в ряде важных случаев двупараметрическое 
многообразие решений (20.4) обладает особым свойством сильной устой- 
чивости, заключающимся в том, что любое решение уравнений (20.1) при 
начальных значениях, близких к начальным значениям нашего двупара- 
метрического многообразия интегральных кривых (20.4), при увеличении # 
стремится к решениям, принадлежащим к семейству (20.4). Рассматриваемое 
многообразие как бы притягивает к себе все близкие к нему решения, 
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Собственно говоря, только в этих случаях исследование решений типа (20.4) 
и может представлять физический интерес. В дальнейшем в главе, 
посвященной математическому обоснованию, мы более подробно остано- 
вимся на указанном вопросе устойчивости многообразий типа (20.4) и на 
вопросе получения критериев, при выполнении которых представляет 
интерес рассмотрение двупараметрических семейств типа (20.4). 
Прежде чем переходить к решению поставленной задачи — определе- 

нию функций (20.6) и (20.7), сделаем некоторые предварительные замеча- 
‚ния о свойствах колебаний в невозмущенной системе, описываемой урав- 
нениями (20.2), которыми нам придется воспользоваться, 

Заметим прежде всего, что для системы однородных алгебраических 
уравнений 


ра (бар — сы) 4 =0 (20.8) 
(A=14, 2,..., п), 
где 
1, если k=q, 
0, если kh q; 


Bag ~~ 


разрешающий определитель 
р (р) =D | бнаР — Cra | (20.9) 


в соответствии со сделанными предположениями о наличии в системе 
одночастотного колебательного режима имеет два простых сопряженных 
чисто мнимых корня р=-- и p= —№ и, кроме того, значения р=0 
ир= +imw (где т — любое целое число, отличное от единицы) не являют- 
ся корнями уравнения Д (р) =0, т. е. 


О (то) #0, (20.10) 


ге —-co<m<o, m#z+1. 
Обозначим нетривиальные решения системы уравнений (20.8) для 
значений р = -- хи p= — № соответственно через 9, и Y,* (k= 4, 2, ..., п). 
Возьмем сопряженную с (20.8) систему алгебраических уравнений 


2 (8, oP + Св) Zq= 0 (20.14) 
и обозначим ее нетривиальные решения для значений p= ми p= — iw 
соответственно через у» и x,* (k= 1, 2,..., п). 


Введя эти обозначения, рассмотрим вынужденные колебания, вызы- 
ваемые в невозмущенной системе (20.2) внешними гармоническими силами 


imwt 
Еуе . 


Эти колебания описываются системой дифференциальных уравнений 


a 
=u ey бы Fem, (20.12) 
q=1 
Как известно, в случае, если т — любое целое положительное или 
отрицательное число, отличное от +1, решения системы (20.12) 
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представляются формулой 


ny, ет >) Zim) Fy (20.13) 
‘ Дка (imo) 
на (imo) = о , 


где О‚. (р) — соответствующие миноры определителя Д (р). Если т = +1, 
то уравнения (20.12) не имеют, вообще говоря, периодического решения, 
поскольку О (+ №) =0. Для того чтобы такое решение все же существо- 
вало, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия: 


Уже. = 0 для n=, 

(20.14) 
ха cau для n= —1. 

а—= 


При выполнении этих условий вынужденное колебание, определяемое 
уравнениями (20.12) для т=1, представляется формулой 


a, == ей YS, Fi + Сре (k=1, 2,..., 7), (20.15) 
q=1 
в которой 
90а (P) 
ele SOP = 
Sra=\ OD (>) (К, q=i, 2,..., n) 
др /pziw 


и С — произвольная постоянная. Аналогичную формулу получаем и для 
п=-1. 
Рассмотрим теперь задачу о нахождении периодического, с перио- 


an is 
дом =>, решения системы дифференциальных уравнений 


go у = >, Ре (hal, 2,..., 7), (20.16) 


q=1 (—o<m<oo) 


т. е. задачу о нахождении вынужденного колебания в невозмущенной 
системе под действием сил 


Рети! (К=1,2,..., п). 


(—©-<«т-«о) 


Поскольку нас интересуют, разумеется, лишь вещественные решения, 
мы будем предполагать выполненными условия вещественности 


р" =FR™ (kel, 2,..., n). (20.17) 


Тогда на основании вышесказанного убеждаемся, что поставленная 
задача имеет решение только в случае, когда выполняются условия 


р X=, = FEO =0. (20.18) 


Заметим, между прочим, что благодаря (20.17) одно из этих усло- 
вий является следствием другого. 
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Если условие (20.18) выполняется, то искомое периодическое реше- 
ние представляется следующей формулой: 


R= У етих Dy Lrg (im) 2 +em >) 5, eee 
—a<m<oo q=i 9=1 ь 
( mp1 ) 


ем У StF 4+ Copel Сре (k= 4, 2, «1.4 0), (20.49) 
q= 


содержащей две произвольные постоянные — вещественную и мнимую 
части С. 

Заменяя в предыдущих выкладках wl на ф, легко получить следую- 
щий результат, который нам понадобится в дальнейшем при определении 
функций (20.6). 


Для того чтобы система уравнений 


диь 1 (т): 
op — den q~ У Ре, (20.20) 
([—о<т«оо) 
для которой выполняются условия вещественности (20.17), имела веще- 
ственное периодическое решение, с периодом 27, необходимо и достаточно, 
чтобы 


n 
1 
2 Fi y, =0. (20.21) 
Если это условие выполнено, искомое решение имеет следующий вид: 
n n 
„(= У aime| У 2 (ть) в ему ба + 
—20<M< 00 = q=1 
erie 


n 
tent DI Sip Fr) + Cope + Che, (20.22) 
а= 


где С — произвольная комплексная постоянная. 
После этих предварительных замечаний приступим к решению нашей 
основной задачи, т. е. к нахождению функций (20.6) и (20.7). 
Разложение (20.4) напишем в виде 
x, = ид” (а, $) + вил” (а, $) Е = и’ (а, )4. (A=1, 2,..., п), (20.23) 
где для сокращения положено 
и}? (а, $) = рае --фае-ф — (&=1,2,...,п). — (20.24) 


Дифференцируя выражения (20.23) по времени и учитывая при этом 
уравнения (20.5), Е 


diy 10 др „ди 
dt _ да re да eae ra G+ 
a dui) ди‹2› 
k Е k ay _ 
fe ga 
и |7) du du) 
= Е 
ote {— + Е В. {о a) 
oe био дир ди ди2› 
+e (os + р Bet At GE Bt Gyo} +. 
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и поэтому левые части уравнений (20.1) могут быть представлены в виде: 


ди» т 4) , auf du 

) h R 
Хы, = $ — Иа а ey В, + 
q= q=1 


dul? ie р дико au 
Rk Е Е 
+= fo ay ии > Cp? + да Ag+ ap В. 
а=1 


(ЕЕ Рав): 


qh Е qa 
дит диз 


да Аа + ab B,} peo... 


Подставляя (20.23) в правые части Уравноний (20.1), можем их записать 
следующим образом: 


ПО ЕЕ By Gen 5 BAO о, о 
1) 
+ 15. (и, oes UP) WFP EAP (UP, ..., и)... 
7—= 
(A=1, 2,..., п). 


Приравнивая после этого коэффициенты при одинаковых степенях ев по- 
следних двух выражениях, получим: 


gone dui ди‘ 
-3 ugh = AP (WI, 06 UP) — GA GB, (20.25) 
-У Chg us tas у ae (uy, ui) yu 
р лы 
а=1 r=1 
‚ дир ди uj” ди‘ 
+A (UP, 2.0, wi?) — 5c Ay ap Ba — aq 42 HG B,, (20.26) 


Из полученных систем уравнений (20.25), (20.26) и т. д. мы после- 
довательно можем определить искомые функции из’(а, $), иг’ (а, $), . 
(A=1,2,..., п), а также функции А, (а), В, (а), А. (а), В» (а), ..., 
причем последние должны быть определены так, чтобы функции ро (а, 9), 

ик’ (а, $),..., (Ё=1,2,..., п) были периодическими по ф с пе- 
anno an. 

Приступая к решению системы уравнений (20.25), рассмотрим разло- 
жения Фурье для функций f,? (uj”, ..., un?) (Е=1,2,..., п) в ком- 
плексной форме: 


Ко (UP, =.., и2)= УХ ФО (а) (k= 1, 2, ves, п), 
{—с<т<оо) 
где 
2% 
о И, ка, WP) em ds 


0 


$ 20) СОБСТВЕННЫЕ ОДНОЧАСТОТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 253 


Тогда систему уравнений (20.25), учитывая также. обозначения 
{20.24), можем представить в виде 


us? = У of”) (а) eimy 4. 
(“meat”) 
+ es (a) — Ayo, —iB,p,a} е + {Фр? (a) — Ayph + iB pg a} e—?¥ (20.27) 
(k=14, 2,..., n). 


Мы получили тем самым уравнения типа (20.20). Поэтому, для того 
чтобы из системы oe 27) можно было бы определить искомые функции 
и” (а, $) (A=4, 2, ‚ п), периодические по >, должно выполняться усло- 
ne аналогичное условию (20.21), т. е. 


n 


2, ha {®P (a) as A, ad iBy?,a} =0 


откуда находим выражения для A, (а) и В, (а): 


Dy q2? (a) (а) 
A, (а) + ia В, (а) = t __ : (20.28) 


ы Ха Фа 
а=1 


Решая теперь уравнения (20.27), получаем в соответствии с (20.22) 
следующее выражение для функций и’ (а, $): 


Ро У "| 2, ть) ФЕ (a) } + 


СЯ 


+29 > ба {Фа (а) — (A, (а) + ia В, (а)) Gq} +е р Siig {Py (а) — 


— (A, (а) — ia В, (а)) а} Е С, (а) фье $ + С1 (а) ore (20.29) 
а: 


содержащее две произвольные функции — вещественную и мнимую части 
С, (а), не зависящие от > 

Чтобы несколько упростить это выражение, заметим, что по опреде- 
лению миноров D,,(p) имеем тождественно: 


РОьва (р) a Pap Chr Drg (р) =6,о D(p), 
aa (20.30) 


nr 


pD,,q (p) — 2, с Dur (P) =8 (р), 


i be k=q, 
Ong 0, k#q. 


Полагая в (20.30) p=iw, видим, что при любом фиксированном 9 
величины 2, = D,, (iv) удовлетворятот уравнениям (20.8) и, следовательно, 
должны быть пропорциовальны $‚. Аналогично при любом фиксирован- 
ном К D,, (iw) должны быть пропорциональны у„. 


где 
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Таким образом, имеем: 
Dag (№) = АФь ха: (20.31} 


(20 spe LOHAN E (20.30) по р и затем полагая p= iw, получим в силу 


Maka + iwDig (iw) | Уз] Chr Dra (iw) x Baa р’ (iw), 


или, учитывая ранее введенные обозначения, 


Ah ь . 
Не ++ 05а — dows $j Ghee (20.32) 


Таким образом, при любом фиксированном 4 величины у, =»: Удо- 
влетворяют уравнениям: 


п 
: : Ав 
му — Усы. = — р (A=1,..., п). 
т=1 
Поэтому 


3 ры} =O 


откуда 
ы 7 а 
>) Xn = = 0, (20.33) 
=1 


поскольку корень р = уравнения ЛД (р) =0 является простым. 
Следовательно, видим, что знаменатель в формуле (20.28) всегда ` 
отличен от нуля. 
Умножим теперь обе части (20.32) на $, и просуммируем результат 
по 4. Так как согласно (20.33) 


n 


У миа 
= = 
Peres pia 0, 
то будем иметь: 
nr т nr 
tw Уз 5) — x ‚2.5 rq?q = 0, (20.34) 
= fe get 
и поэтому 
>) аа = аФь, % = const (A=1, 2,..., п). 
=1 


Принимая во внимание полученные равенства и вводя вместо С, (а} 
новую произвольную функцию 


К (a) =С, (а) —a[A, (а) + ia В, (а)], 
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мы можем представить (20.29) в следующем виде: 


uP (a, ХУ 4 2, ть) (a)} + 
Cer) q=1 


met! 


+24 5” (в) К (а) +9 бы Be” (a) + K* (a) 9h} (20.35) 
(A=1, 2,..., п). 


Заметим, далее, что так как значения p= + № являются простыми 
корнями уравнения D(p)=0, To они будут простыми полюсами функций 


Zug (P ) = Dra (р) , 


D (р) 
и поэтому на основании (20.31) можем написать: 
Zug (P) = АФЕХа Es MGR 2% (р) (20.36) 
ва (Р р’ (iw) (p—io) О’ (— io) (p+ io) kg (В), . 


где (р) является регулярной функцией в окрестности точек p= + iw. 
Поскольку по определению 
5 = ры (iw) 
ka D' (iw) ? 
TO мы видим, что 9,, будет значением регулярной части Z,,(p) в точке 
полюса p= 
Аха : 
Shaq = 30D’ (—i) + Ziq (iw). (20.37) 
Аналогично Sz, будет значением соответствующей регулярной части 
йа В точке полюса р = — iw: 


^, . 
5 =— ОТ] + Zi, (iw). (20.38) 
В полученном нами выражении для функций uf? (a, $) (Е =1,2,..., п) 


(20.35) содержатся две произвольные функции — действительная и мни- 
мая части К (а). Для определения этих функций мы можем, как делали 
это ранее, наложить дополнительное требование, заключающееся в том, 
чтобы каждая из п функций up? (a, $) не содержала основной гармо- 
ники, так как подобное требование привело бы к 2n условиям. 

В рассматриваемом случае воспользуемся следующим приемом. 

Возьмем какие- ame постоянные g,,..., 8, И образуем линейную 
комбинацию: 


21 uP (а, $)--... +8,Un? (a, $). (20.39) 


Потребуем, чтобы в разложении Фурье для функции (20.39) отсут- 
ствовал член с е®. Для этого необходимо, чтобы имело место следую- 
щее о. 


\ [gyi (а, Ф+ ... Haq? (a, 91-44 =0. = (20.40) 


Подставляя в (20. 40) значения uf? (a, $) (A=1, 2,..., п) (20.35}, 
получаем одно линейное уравнение, из которого можем определить К (а). 
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В частности, если в качестве g,,..., 2, взяты вещественные вели- 
чины, условие (20.40) будет эквивалентно условию отсутствия основной 
гармоники у функции (20.39). 

Найдя, таким образом, вещественную и мнимую части К (a) и nou 
делив тем самым, согласно (20.35), вид функций uj? (a, $) (k= 14, 2, ..., п), 
перейдем к решению уравнений (20.26). 

Как и в предыдущем случае, для того, чтобы эти уравнения обла- 
дали периодическим решением по > с периодом 2x, необходимо, чтобы 
выполнялось условие типа (20.21), т. е. чтобы 


т 


> Xr \ LD): si (nu, wg BD) EE -- ДЗ (CU, x ., и) — 


r=1 
дир ди ди ди и 
Ее: = ea eel: —ip 
ja Аз — ap В, — дв А aj Baye =0 


Это условие дает нам возможность определить функции A, (а) и В, (а): 


Ag (2) и iaB, (а) = 


ди ou? : 
, R — 
-> = {у 1D" ul), oats uy) 4. 462) (0), oe, 0) — Е] и ——— Эф в, be ay 


a 
т=1 


п 


2т >) уча | (20.44) 


k=1i 


Приняв это выражение для 4. (а) и В, (a), мы можем найти из (20.26) 
периодические функции uy? (a, $) (Ё=1,2,...,п 

Таким образом, мы можем теперь построить приближенные решения 
‘системы уравнений (20.1), соответствующие одночастотному колебатель- 
ному режиму. 

В первом приближении имеем: 


L, = фьае® + фае №  (Ё=1,2,..., п), (20.42) 
где ф,, $ (&=1,2, ..., п) — нетривиальные решения системы однородных 
алгебраических уравнений (20.8), в которых положено соответственно 
р=ю ир= —iw; аи $— функции времени, определяемые уравнениями 

р = eA, (a), | 
(20.43) 


d 
a =w-+eB, (а), 


в которых 4, (а) и В, (а) находятся из (20.28). 
Во втором приближении имеем: 


2, = фьае® + фрае № + eux? (а, $) (Ё=1,2,...,п), (20.44) 


где и? (а, $) определяются согласно формуле (20,35) а a и ф- функ- 
ции времени, определяемые из уравнений: 


Mt = А, (a) +27A, (а), 


г =®--2В, (а) | =2В, (а), 


(20.45) 
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в которых A, (а) и В, (а) определяются выражением (20.28), a A, (а) и 
В, (а) выражением (20.41). 

Резюмируя полученный результат, укажем сейчас формальный при- 
ем, с помощью которого можно построить первое и второе приближение 
для решений системы (20.1), соответствующих одночастотному колебатель- 
ному процессу, зависящих от двух произвольных постоянных. 

Прежде всего необходимо выделить невозмущенную линейную систе- 
му и убедиться, что в ней возможны гармонические собственные колеба- 
ния с некоторой частотой wm. Затем следует проверить, что собственные 
колебания с этой частотой зависят лишь от двух произвольных посто- 
янных а и 0: 


L, = 9,06 + 4 prae tH) (Е=1,2,..., п), (20.46) 


и что в невозмущенной системе (:=0) невозможны собственные незатуха- 
ющие колебания ни Ha обертонах w, ни на «нулевой гармонике» (условие 
отсутствия «статических» решений, отличных от тривиального). 

Далее рассматриваем вынужденные колебания 


n 
т, = У Lry (ia) Fett, 
r==1 


возбуждаемые в невозмущенной системе приложенными силами Feit, и 
находим условие конечности вынужденных колебаний при a=: 


У жьРь =0. 
В=1 


Тогда в качестве первого приближения может быть использовано 
выражение (20.46), в котором а и ф=и! --@ являются функциями вре- 
мени, определяемыми уравнениями первого приближения (20.43). Функ- 
ции А, (а) и В, (а), входящие в эти уравнения, находим, подставляя 
(20.46) в «уравнение гармонического баланса»: 


n 


Xk [dt _ Cer rash (51, 5.3, Zp) — 
0 kot pl 


В (ay) 0005 pq) — vee + eau a, ye dd =0. — (20.41) 


При такой подстановке дифференцирование совершаем с учетом урав- 
нений (20.43) и отбрасываем члены порядка малости выше первого. 

Нетрудно проверить, что мы получим для А, (а) и В, (а) выражения, 
аналогичные тем, которые получаем согласно формуле (20.28). 

Для построения второго приближения рассмотрим главные члены 
возмущающих сил 


Ей (Fig sony) Кент) 


подставим в них звачения 1.,..., 2%, согласно формулам первого при- 
ближения (20.46) и разложим результат в ряд Фурье: 


epi” (a)ei™ (ot+8), (20.48) 
(—oo<m<eo) 
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Считая здесь а и § постоянными, рассмотрим регуляризированное 
вынужденное колебание 


а Se {У 2!” (а), (imo) } + 
(изн ®) a 


ео [SS (a) | неон [У Sheer (ay) (20.49) 
т==1 т=1 


возбуждаемое в невозмущенной системе приложенными силами (20.48). 
Мы говорим о «регуляризированном» вынужденном колебании, подразу- 
мевая, что в гармонических компонентах вынужденного колебания, воз- 
бужденных «резонирующими членами», 


Фей (wt-+6), 


ФС Ре-# (+0) 


из множителей Z,,(p) удалены их особенности 


np 
р’ (ie) (p—ie) 
для p=iw uw 
Ment 
D' (—io) (p+ ie) 
для p= — iw. 
Введем, далее, две произвольные вещественные функции К, (а) и 
К», (а) (К (а) = К, (а) К. (а)), после чего в качестве второго приближе- 
ния берем выражения вида 


Lp = фьае (wt+6) - ppae—t {wt+-9) + ep, K (a) et (wt+6) + 
+ epaK* (a) e—* (ot +5) 4 en (a, wt + 0) (20.50) 


(#=1,2,...,п), 
в которых 


К (а) = К, (a) +iK, (а), К*(а) = К, (а) — К, (а). 


‘Выражения (20.50), очевидно, могут быть интерпретированы как 
сумма собственных колебаний и регуляризированных вынужденных 
колебаний. | 

Чтобы определить функции е4, (а) |=? А,(а) и зВ, (а) - =?В. (а), 
стоящие в правых частях уравнений второго приближения (20.45), под- 
ставляем значения x, (&=1,2,...,п) согласно формулам (20.50) в «урав- 
нение гармонического баланса» (20.47), причем при дифференцировании 
учитываем уравнения второго приближения (20.45) и вычисления ведем 
с точностью до величин второго порядка малости включительно. 

Простая проверка убеждает нас в TOM, что изложенный формальный 
прием приводит к тем же результатам, что и разработанная выше тео- 
рия асимптотических разложений. 
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$ 21. Собственные одночастотные колебания в системах со многими 
степенями свободы, описываемые системой дифференциальных 
уравнений второго порядка 


Часто при исследовании колебательных систем со многими степе- 
HAMM свободы удобнее . рассматривать систему N дифференциальных 
уравнений второго порядка, где Л — число степеней свободы. 

Мы рассмотрим частный случай, когда невозмущенная система 
соответствует обычной схеме теории малых колебаний. 

Для исследования этого частного случая воспользуемся результа- 
тами, установленными в предыдущем параграфе. Как известно, в этом 


случае невозмущенная система полностью характеризуется кинетической 
энергией 


м 
4 ee 
T= р» > 445995 (21.1) 
r,s=1 
и потенциальной энергией 
м 
1 
V= Х Cds (21.2) 


т, s=4 


где 9, ($=1,2,..., №) — обобщенные координаты и @а,., с,, — соответет- 
венно инерционные и квазиупругие коэффициенты, причем а„=а.», 
Cog = Cope В , 

Подставляя значения кинетической и потенциальной энергии (24.1) 


и (21.2) в уравнения Лагранжа, мы получаем дифференциальные урав- 
нения невозмущенного движения в виде 


N 
Dre + rsa} =O (7 = 1, 2,..-, М). (21.3) 


$=1 


Предполагая, что возмущение определяется малыми обобщенными 
силами вида 


0. (9, oy ЧМ» Vee es 4м, &) = 


= OQ? (41, ..., Ns Чл, «+ ., IN) FEO (41, ...,Чм, Ч»... GN) +83... (24.4) 
(г= 1, 2, Rees М), 


приходим к задаче исследования следующих дифференциальных уравнений: 
> 


> {,.9, + C7395} = 


s=1 


He? (41, ..., ds ды «+ -, INFO? Gar ++, Чм, Чр eer ЧМ)... (24.5) 
(r= 1, 2, eee №), 


которые при «=O вырождаются в уравнения (21.3). 

Прежде чем переходить к применению результатов предыдущего пара- 
графа к исследованию системы уравнений (21.5), остановимся на некото- 
рых свойствах решений системы невозмущенных уравнений (21.3). 
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Как известно, частные решения невозмущенной системы (24.3), соот- 
ветствующие нормальным колебаниям, представляются выражениями: 
и: Е 
а. = ae! (=Я+ + ае 1 (wjt+4) 
($, 7=14, 2, ..., №) 


или в вещественной форме 


9, = $Фа cos (wt +6) (s,7=1, 2,..., М), (21.6) 
где o,(7=1,2,..., №) — собственные частоты, определяемые характери- 
стическим уравнением 

| — a,,w? + ¢,, || =0, (21.7) 
$ ($, /=1,2,..., М) — нормальные функции, являющиеся нетривиаль- 


ными решениями системы ‚однородных алгебраических уравнений 


N 
DY {—anoh+e,,}99=0 (rn f= 4.2, и. М), (21.8) 


обладающие свойством ортогональности 


< Gi), (1 
7 
> а „Фе = 0, 
т; 8—1 
N 


> со =0 (730), 


rT, s=1 


aa и 60 — вещественные произвольные постоянные. 
Заметим далее, что вынужденные колебания, возбуждаемые в невоз- 
мущенной системе (21.3) гармоническими обобщенными силами 


Q, = E, cos (at + 4) (r=1,2,..., М), 
определяются выражениями: 
qs = и, COS (at + $) (s=41, 2,...,). 


(21.9) 


Постоянные амплитуды u,(r=1,2,..., №) удовлетворяют системе 
неоднородных алгебраических уравнений 


м 
У {-4,,0 +¢,,}4u, =F, (7=1,2,..., №), (21.10) 
8—1 é 
для решения которой воспользуемея нормальными координатами. Будем 
искать выражение для и, ($ =1,2,..., №) в виде сумм 
N | 
= ¢; 95” (&=1,2,..., М), (24.14) 
j= 


где с, — неизвестные коэффициенты, подлежащие определению. Подстав- 
ляя (21.11) в систему уравнений (21.10) и учитывая, что 


$9 (8, /=1,2,...,М) 


удовлетворяют системам однородных алгебраических уравнений (21.8), 
получим: 


м м . 
У Ха, {07 — 07} c/o” = EB, (34,2, 22.30) (21.12) 
1 


j=1 s= 
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Умножая эти уравнения соответственно на 9%), ф.Л),..., ФФ и сум- 
мируя результат по г, Е. 
N 
в (0, 1) (91) . 
» ¢; oP — a} ae 0,05 Oe = => Eg. (21.13) 


j=1 8, rei 


Принимая во внимание ортогональность нормальных функций (BLI- 
ражения (24.9)) и вводя обозначения 


М 
У ай =m; (1=1.2,...,М), (21.14) 
r,s 
находим: 
N 
N У Ewe 
=) gi) ие a '  (s=1,2,...,N). (24.15) 


j=1 
Таким образом, условие конечности вынужденных колебаний в слу- 
чае, когда частота внешней силы а равна одной из собственных частот, 
например ,, будет иметь aa 


>, Eg? =0. (21.16) 
1? 


При выполнении этого условия амплитуды вынужденных колебаний 
определяются формулой 


N у Е „+0 
7—1 mM 
и, = > Dicey tee а (21.17) 
1=2 
где С — произвольная постоянная. 

После сделанных кратких замечаний о собственных и вынужденных 
колебаниях в невозмущенной системе (21.3) перейдем к исследованию 
системы возмущенных уравнений (241.5). 

Как и в предыдущем параграфе, рассмотрим задачу о построении 
асимптотических приближенных формул для частных решений, соответ- 
ствующих одночастотным колебаниям, близким (при малых ег) к одному 
из нормальных невозмущенных колебаний (21.6), например к нормаль- 
пому колебанию 


Js = $s" a COS (wt +9) Ем) (21.18) 


с частотой в. 

Чтобы удовлетворить условиям применимости метода, изложенного 
в предыдущем параграфе, необходимо сделать следующие допущения: 

1. В невозмущенной системе возможны незатухающие гармонические 
колебания с частотой w,, зависящие только от двух произвольных по- 
стоянных. 

2. Единственным решением, соответствующим равновесию в невоз- 
мущенной системе, является тривиальное решение 


9=9=... =4м=0. 
3. Частота ®,, а также ни один из ее обертонов 2w,, 3w,, ..., hwy, 
не равны какой-либо собственной частоте ®.,..., ох невозмущенной 


системы (отсутствует ввутренний резонанс). 


262 ОДНОЧАСТОТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ В НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ Иа. IV 


При этих условиях мы можем применить наш метод и построить 
эасимптотические разложения 


Js = Psa COS («ё + 6) + виз”? (а, wt 4 6) + =? и? (а, wt + 0) - =3... (24.19) 
м 


в которых аи ф=и 1-6 определяются дифференциальными уравнениями 
вида: 


at = 6A, (а) 684, (a) +e%..., 
d 


$ (21.20) 
Gr ==, + вВ, (а) + е?В, (а) +28... 

Функции (а, ot+ 0), usa, of -- 0),... ($=12,..., М); 

А, (а), А, (а), ...; В, (а), В» (а), ..., стоящие в правых частях выраже- 


ний (21.19) и уравнений (21.15), могут быть определены совершенно так 
же, как и в предыдущем параграфе. Однако нетрудно убедиться, что 
первые члены разложений (21.19) и (21.20), необходимые для построения 
решений в первом и во втором приближении, могут быть найдены с 
помощью формального приема, сформулированного в предыдущем параграфе. 

Выведем вначале формулы для первого приближения. Как и в преды- 
дущем параграфе, в качестве первого приближения принимаем выражения 


J;=93s acos) (5=1,2,..., №), (21.21) 
в которых амплитуда а и полная фаза ф определяются уравнениями: 
а 
Е = = А: (а), 
а (21.22) 


4 = 0, + eB, (а). 


Здесь функции А, (а) и В, (а) можем найти, подставляя (21.21) в уравне- 
ния гармоничебкого баланса: 


2 М м а , р | 
( У gr { (44695 еде) а 0х (9, sey 9№ 91+) дм) = 
1 


0 rot $= 
— 220 (gy, ..., Чл» Gar «+21 Gy) =... 008$ dh =0, 
; ae : } \ (21.23) 
2к N N й . 
\ У $7’ {> (0,693 + CrsFs) — в? (91, sees Ine Jar veer Yn) — 


0 7=1 s= 4 
— OQ? (91, sees AN» 1, Sey gx) — ++. sing dp =0, J 


причем при подстановке ограничиваемся только членами первого поряд- 
ка малости включительно. 

Найдем явные выражения для А, (а) и В, (а). Дифференцируя (21.21), 
учитывая при этом уравнения (21.22), находим с точностью до величин 
первого порядка малости: 


4, = of [=с03ФА, (а) — aw 1 sin ф — ва, sin ФВ, (а)], 
4, = iP [ —e2w, Sin ФА, (a) — aw с03ф — e2au, cos ФВ, (а)] (21.24) 
(S24, М 
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Подставляя (241.21) и (21.24) в выражения (21.23), находим с той же 
степенью точности: 


an N 


У | 2 | —a,, (aw cos § + 2aw,2 cos >B, (a) + 2ew, sin ФА, (a)) + 


0 r=1 
+¢,,4 с08 $] —2Q;? (а cos, ..., — фа, sind, .. .)} соз фаф =0, 


an М М 
( ye { >} BP [ — a, (aw? cos ф + 2aw,¢ cos $B, (a) + 2ew, sin ФА, (a)) + 
0 r=1 s=1 
+c,,acos $] — eQ;” (фа с08ф,..., — фа. sind, ...,) } sin pdb =0. 


Меняя порядок суммирования и интегрирования, полагая при интегри- 
ровании по ф, что а— постоянная и учитывая, что 
2% an 2 
\ cos*bdp =m, | \ эт $ соз ф 4ф =0, ( sin?bdp =x, 
0 


р 0 


получим: 
м 
2аитеВ, (а) У Pr’ GsP ay, — ae У, (с, — а) Ys PE? = 
т, 8=1 Т,8=1 
2 М 
—= ( У POP (фа созф,..., —g{Paw, sing, ...) cos ody, 
0 r=1 
N 
2u,72A, (а) > Or Os a, , = 
т, s=1 


2% М 
и PO” ( ga созф, . a ‚ фра, sind), ..-)sinddd. 
0 r=1 


Учитывая, что 
м 


N 
\' (Dp) — MD 
ру QnsPr Ps тт, № (e.= 31) Ps 
Г, 8=1 4 : 
окончательно получаем следующие формулы: 

2% М 


= 
eA, (а) = — Deana ( > GOP (Ра cos, ... 
0 7=1 


= qa) i | 
$a, Sing, ...)sinpdd, p (21.25 ) 


2n М 
eB, (a) = ЕЕ \ a gOS ob) (Pa cos, . 


— $;'a, sin $,...) cos pad. } 


Заметим теперь, что bie (24, 25) можно получить гораздо проще, 
проведя аналогию с результатами первого параграфа для системы с одной 
степенью свободы. 
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Действительно, на основании (21.7) и (21.14), можем написать: 
м 


c,d) 2 
By Crs Pr фз = т. 


rT, 8=1 


Полагая x=acosy, вместо (21.23) получаем следующие уравнения 
гармонического баланса: 


{= (Se tei) | 
A 
Г 


—= 


>. 


т т 1 


N 
—е № РО? (oa, .... QP 2, OPE, ..., ea) | cos dd) =0, 
=i 


27% 


Г d*x 

(иные) 

0 
N 

—= by Oe Oe (Oe xe ONS, Фо. pia) } sinddy=0. 
r=1 


Отсюда совершенно очевидно, что уравнения первого приближения (21.22) 
должны оказаться теми же, что и для системы с одной степенью сво- 
боды с массой m,, упругостью то“, находящейся под воздействием 


возмущающей силы: 


N 
г. У Or Oe (Or torn PN ey ия). (21.27) 
r=1 


Поэтому, воспользовавшись формулами (1.27), выведенными для слу- 
чая системы C одной степенью свободы и подставляя в них вместо 
Касозф, —awsin) выражение (21.27), мы сразу находим формулы 


(21.25). 


Остановимся еще на простой энергетической интерпретации получен- 


ных формул (24.25). Е 
Рассмотрим для этого выражение виртуальной работы 5И/, которую 


совершили бы возмущающие обобщенные силы 
Qe? (41, ..-, Ч Gar +... In) (P=1, 2,..., №) 


в режиме синусоидальных колебаний 


4; = $46084, 4, = —®.ф5’азтф, 
на виртуальных перемещениях 
64, =$5” cos Poa — 93Pa sin $40, 
соответствующих вариациям амплитуды и полной фазы нормального 


колебания. Имеем с принятой степенью точности, т. е. с точностью 
до величин первого порядка малости включительно: 


N 
BW =e >) OP ($4 603$, ..., —gPaw, sing, ...) X 
r= 
X [g;? cos фба — gFPasingdp]. (21. 28) 
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Возьмем среднее значение этой работы за полный цикл колебания: 
2a 


ay __! > 
Wa \ aW do. (21.29) 
0 
Тогда, сопоставляя (21.28), (21.29) с (21.25), можем написать: 
57 = — mw,acB, (а) да + твазА, (а) 8$. 
Обозначим символами 


5 5 
ба’ By 
коэффициенты при вариациях ba и 8$ в выражении для OW . 
Тогда будем иметь: 


Vie. aes (21.30) 


moja 54 › mo,a ba ' 


и поэтому уравнения первого приближения можно представить в виде 


44 _ 1 OW 
dt mwa BY ' 


ice VE, (21.31) 


Итак, чтобы получить уравнения первого приближения, достаточно 
определить только среднюю величину виртуальной работы за цикл коле- 
бания, которую совершили бы возмущающие силы в режиме синусоидаль- 
ных колебаний на BMPR YAN BEH перемещениях, соответствующих вариа- 
ции их амплитуды а и фазы $. 

Перейдем теперь к построению решений для уравнений (21.5) во вто- 
ром приближении. 

Для этого рассмотрим вначале, © точностью до величин первого 
порядка малости, вынужденные колебания, которые возбуядались бы 
в невозмущенной системе (21.3) обобщенными силами 


©, (41, Sm Чм Чл ++.) qw) (r=1, 2, sys 89, N), 

если бы в них 41, ..., Ins Gy ..., 9х были бы сипусоидальные: 

4. = Ysa COS (2 + 8), 4, = — paw, sin(wt+6) (s=41, 2, ..., М). 
Заметим, что тогда 
©, (91, 2292 Ч№ Vas +0 In» $) = 

= eQ;? (piPacosh, ..., —¢{Paw, sing, ...,)+s?... (r=1, 2,..., М; 

Разложим =0;? (фа созф, ..., — 17а, sing, ...) в ряд Фурье: 
eQ;? (фа созф,..., —g{Paw, sing, ...) =} (а) + 


+e py {ft (a) cos k (wit + 0) + g (a) sin К (ot + 0)} 
os 1, 2, В №), 
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где 


27 
(a) = = ( 07” (gyPacos $, ..., —¢Paw, sind, ...) cos kb dd, 
0 


2% 
(2) (a) == \ ОР? (фа созф, ..., —gPad, sing, ...) sin kbdy 
0 


(P42) 5 Ne RAO: 193), 


Каждая из компонент этого рода с частотой hw, (k=0, 2,3...) 
в соответствии с (24.15) возбуждает вынужденное колебание 


N у 
N У 7 (a) cos k (wt + 6) +g (a) sin k (wit + 6)} ¢?? 
- д Tool 
: a $y т; (63 — Koi) 
(k=2,3,...), 
N 


N У! A (a) @ 
= (r= = 
ы > $ ) ту? ? k ~ 0 
i=1 9 
($=1,2,..., М). 
У гармоники с частотой w, учтем в сумме (21.10) только члены, 
соответствующие возбуждению высших нормальных координат: 


N : 
N У Ff (a) cos (w,t + 6) + 8% (a) sin (ot + 0} 0 
= (2 r=1 
2% mj (@} — of) 


1=2 


(s=1, 2, ..., М). 
Таким образом, получаем «регуляризированное» вынужденное колеба- 
ние, возбуждаемое в невозмущенной системе обобщенными силами 


О, (41, -.., Iu» 94. ---, ny г) ("=4,2, ..., №), в которых 4., а, ($=1,..., №) 
синусоидальны, в следующем виде (с точностью до величин первого 
порядка малости включительно): 


N . 
N Die tae? 
eu? (a, Wt -+-6) =e > $9 ое НЫЙ + 


2 
т: 

; 2 
j=t é 


N E 
N У F& (a) cos (wit + 8) + gS? (a) sin (ot + 6)} $0 


= (7) r=1 
тат mi ы 
N 5 ri 
oot - Ni У (7 (a) cos k (wt + 8) + &® (a) sin k (wt + 8)} 0 
я) r= 1 
+> De (a ea ae (21.32) 
В=2 1=1 


ам: 
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Складывая эти выражения с первым приближением, получаем реше- 
ния Уравноии (21.5) во втором приближении: 


4; = 93a COS ф + us” (а, $) (21.33) 
(s=1, 2. ...у М). 


Как и в предыдущем параграфе можно было бы добавить сюда 
члены типа з{С, (а) соз $ С. (а) зп $} ф;?, содержащие две функции С, (а) 
и С. (а). Но поскольку их выбор произволен, то для получения более 
простых формул положим С, (а) = С. (а) =0 и будем в дальнейшем опери- 
ровать с выражениями (21. 33). 

Для того чтобы выражения (21.33) давали в действительности 
второе приближение, в них а и $ должны быть функциями времени, 
определяемыми из уравнений второго приближения: 


= = eA, (a)+ =? А, (а), 
(21.34) 
a = 0, + eB, (а) + 2°B, (а). 


Входящие сюда функции A,(a) и B,(a) могут быть найдены с по- 
мощью подстановки второго приближения (21.33) в уравнения гармони- 
ческого баланса (21.23). При этом дифференцирование по времени 
должно быть выполнено с учетом уравнений (21.34) так, чтобы произ- 
водные по # не фигурировали под знаком интеграла, а интегрирование 
по ф должно совершаться, как если бы а было постоянным параметром 
и все вычисления велись бы с точностью до величин второго порядка 
малости включительно. 

Заметим теперь, что в формулах (21.32) гармоники первого порядка 
cos) и sind входят только в члены, пропорциональные $, $7’, ... 


‚ @N) (г=1,2,..., М), и что имеют место соотношения: 
N N 
Уа rs Pe) = 0, >) с, spr gt) =0 
т, = г, 8=1 


(1=2,3,..., М). 


Поэтому выражения 


М 
> та, из” (а, $), х $7 ’с,вз (2, $) 


Т, s= т, s=1 
не содержат гармоник первого порядка. 
Учитывая сделанные замечания, мы можем уравнения гармонического 
баланса Г. 23) представить в Е виде: 


{om (3 TE +0 tz) — 3 ge? [eQv (тд + ви‘, a .) о 


++ 20 (oa, .. it cos ф db =0, 
$ (21.35) 


| м 
\ {m, (Se to%) — > OF [6057 (фра аш”, ...) + 
7= 


+ #20; (oP, el} sin pdp =0, J 


где, как и выше, x=acosd, 
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Поскольку выражение 

т, (Че) (24.36) 

состоит лишь из первой гармоники по отношению кф, TO уравнения 


(21.35) эквивалентны уравнению, выражающему равенство выражения 
(21.36) первой гармонике суммы: 


Уз One (=0°? ( (Ра - =, , ..) + =207 (9% Dy . aE 


Обозначим первую гармонику какой-либо периодической функции 
Е ($) через Н, {Е}: 


2% Qn 
H,{F}=cos) + | Ц г (5) sin ody. 
0 о 


Тогда уравнение, эквивалентное выражениям (21.35), можем напи- 


сать в следующем виде: 


my (че +olz )= H Зы [20° (фз -ви®, ...)- 20° (фа mine 
(21.37) 


Разумеется, что это уравнение должно удовлетворяться лишь с точ- 
ностью до величин второго порядка малости включительно, причем 


в выражениях обобщенных сил 4, и q,(r =A, 2, ‚ М) должны быть 
заменены согласно формулам (21.33) с учетом уравнений (21.34). 
Заметим теперь, что так как х=асо$ф, то мы можем написать: 


dx 


ae Fe =e { — 20, A; Sin ф — 20,a4B, cos o} + 
se? {(4, eee 20,aB, ) 008) — ( 2,4y-+24,B, +A, Gita )sing 
(21.38) 


Разлагая правую часть уравнения (21.37) по степеням и удерживая 
лишь первые два члена, находим: 


N | 
НИ, ps gr Q, (9+, 92 Чу, Ч, ..-, Чу, =)] == 
= {eL, (а) | =27, (а)} созф + {eM, (а) -- =М, (а)} 1$. (24.39 


Сравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках и одинаковых 
степенях = в правых частях выражений (21.38) и (21.39), находим: 


р М ; L 
А, (a)= -- ee » В: (а) = — С (21.40) 
а также 
A, (а) В, (а) А, (а) аВ, (а) М, (а) 
A, (а) = : 1 : Jo, oe Е Вы т: (21 41) 
B, (а) = By (а) ‚ Ay (а) ал, (а) Г» (а) - 


20, | 21а da 20,;mM,a * 
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Нетрудно убедиться, что формулы (21.40) дают для А, (а) и В, (а) 
те же выражения, что и ранее полученные формулы (21.25). 

Итак, уравнения второго приближения могут быть написаны в следую- 
шей форме: 


da _ 2M, (а) + =М. (а) _ =, (а) By (а) А, (а) dB, (а) 5 
dt — 20,4, ол 20, da 

? 21.42 
а (a) _ Ве) Aula) ЧА (a) Cay) 
dt ~~ 20,;m,a 20, 20а da ‘ 


Заметим теперь, что с точки зрения обычной теории малых колеба- 
ний, сумма 


м 
У +0, 


Т=1 


представляет собой обобщенную силу, действующую на первую нормаль- 
ную координату. 

Таким образом, чтобы написать уравнения второго приближения 
в явной форме, достаточно уметь подсчитать первую гармонику этой 
обобщенной силы с учетом членов не выше второго порядка малости. 

Рассмотрим частный случай стационарных одночастотных колебаний 
с постоянной амплитудой. В этом случае фаза Ф вращается равномерно 
© некоторой угловой скоростью w, (а): 


b=, (4)1--0, &=const. 
Из (21.42) имеем: 


ely (а) + =2Р»ь (а) _ г? В} (а) 


2%. тла 20, 
у 


Ал (а) dA, (а) 
21а да ' 


+3 


4 (а) =o, — 
а также 


‘ dB. 
My (a) + eM, (a) + ¢2m,Ay(a)B, (a) +22, A, (а) “2 а=0, 
или 4, (а) + =/А. (а) =0. 

Последнее равенство показывает, что М, (а) и А, (а) будут величина- 
ми первого порядка малости, и потому с той же степенью точности можем 
написать: 


eM, (а) + М, (а) =0 (21.43) 


= (а) +e*Le (а) _ в? В! (а) 


0. (а) =0,— — 
1 (4) 7 20,;m,a 20, ’ 


или, учитывая (21.40), 


0, (а) =0,— ely (a) = (Ly (а) — _ Le (а) 


209та 2% \ 2wymya 29: таза ‘° 


Возводя в квадрат и отбрасывая члены порядка малости выше второго, 
для квадрата чаетоты стационарных колебаний получаем окончательно 
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следующее выражение: 


eLy (а) +e7Le (а 
w? (а) = — S22) ta (a) | (21.44) 
mya 
Итак, расчет стационарных одночастотных колебаний в системах со 
многими степенями свободы может производиться по следующей простой 
схеме. 


Прежде всего определяем обобщенную силу, действующую на первую 


нормальную координату; заменяем в ней g,, g,(r=1, 2, ..., №) соглас- 
но формулам (21.33), где ига, $) (п=1, 2,..., №) определены как 
вынужденные «регуляризированные» колебания, возбуждаемые в невозму- 
щенной системе внешними силами, в режиме синусоидальных колебаний; 
раскладываем полученное выражение обобщенной силы, действующей на 
первую нормальную координату, в Ряд Фурье. После этого коэффициент 
при синусе, взятый с точностью до величин второго порядка малости 
включительно, приравниваем нулю и получаем уравнение (21.43), из кото- 
рого определяем стационарную амплитуду колебаний. Коэффициент при 
косинусе подставляем в правую часть формулы (21.44), определяющей 
частоту стационарных колебаний. 


$ 22. Влияние внешних периодических сил 
на одночастотные колебания в системах 
со многими степенями свободы 


Перейдем теперь к рассмотрению колебательных систем со многими 
степенями свободы, находящихся под воздействием внешних периодиче- 
ских обобщенных сил, зависящих явно от времени и имеющих следую- 
щий вид: 


Q, (ve, Wy ees In» qs bia) Ч м, =) = ег” (ve, Gir eres Ч м» дл» ees 9м) + 
+ #2012 (ve, Gir sees Qn Ч1, sey Gnu) + arses, (22.1) 
(= 2,...,.N). 


Тогда мы приходим к рассмотрению системы М уравнений второго 
порядка: 


м 
№ (2,695 + Cr59s) = «0 (ve, Gy +...) Ч №› Чл» eo 4х) + 
s=1 
- 2?Q?? (%, 91, --., Чм» @1» eee In) tees (22.2) 
(r= 4, Dy cased Jeg 

в которой, как и в предыдущем параграфе, g,(r=1, 2, ..., №) — обобщен- 
ные координаты, а, =а.,, Cps =с,, — постоянные. 

Предположим, как ив $ 13, что функции 0, (%, 41, -.-, Чу» Чл» + -- 
м ae г) (r=1, 2, ..., №) являются периодическими по отношению к vt 


с периодом 2x и могут быть представлены в виде конечных сумм Фурье 
с коэфициентами, являющимися некоторыми полиномами по отношению 


ка, а, (=1, 2,..., М). 
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Кроме того, предположим, что для невозмущенной системы уравнений: 


М 
2, (а,,Чь ae CrsVe) = 0 (22.3) 
(r=1, 2,...,.N) 


выполняются условия, приведенные в $ 21, стр. 261. 

При этих предположениях будем искать решения системы (22.2), 
соответствующие одночастотному режиму, близкому к какому-либо нор- 
мальному колебанию, для определенности положим к нормальному 
колебанию с частотой w,. При этом будем Рассматривать как нерезонанс- 
ные случаи, так и резонансные. 

Ввиду того, что исследование одночастотных режимов формально 
сводится к исследованию некоторого одного эквивалентного уравнения 
второго порядка вместо системы / уравнений второго порядка, то при 
построении приближеных решений для системы (22.2) воспользуемся, 
кроме методики и результатов предыдущих двух параграфов, также 
результатами главы Ш. 

В нерезонансном случае *), исходя из соображений, приведенных 


в $ 13 (стр. 158), решение системы (22.2) следует искать в виде асимито- 
тических рядов 


J, = 45?а cos b+ eus” (а, vt, $) - =?из” (а, vt, $) =3... (22.4) 
(1 баны №). 
в которых и? (а, $, %), и? (а, $, %),... (s=1, 2,..., №) — периоди- 


ческие по обеим угловым переменным с периодом 2т функции, а ампли- 
туда а и фаза ф должны быть определены из уравнений: 


& — в; (а) | 84. (а)-- ..., 


(22.5) 

MY =, + eB, (а) + ®*В, (а) + £40: 
Для определения функций us’ (a, vt, $), us? (а, vt, 5), ... ($=1,2,... М), 
A, (а), А» (а), ..., В, (а), В» (а), ... можем воспользоваться непосредственно 


результатами, полученными в$ 13 для случая системы с одной степенью 
свободы. 


Вместо системы (22.2), описывающей одночастотный колебательный 
режим, рассматриваем соответствующее ей одно уравнение второго порядка 


; N 
m, (Ge tote) = У РО, (ot, ош, .. BP, WPL, FE, 2), (22.6) 


r=1 
для которого, воспользовавшись непосредственно формулами (13.35), 


*) Здесь под нерезонансным случаем мы подразумеваем случай, когда часто- 
та внешней силы у не совпадает ни с одной из собственных частот системы и не 
выполняются соотношевия типа YR To (k=1, 2,..., №), где р и д— целые 
взаимно простые числа. 
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находим: 
cA ties 4 С feb) ene 6, dé а | 
ЕЕ (а) ra Ат J $: о (4, $) sin ф ф, | 
а $ (22.7) 
=В, (а) = — ть | т, 3 20°? (a, 6, $) созф di dd, | 


где введены обозначения: 


зОго (а, 9, ф) = =0;7 (9, GPacosh, ..-, ф’а с08ф, — фа, втф, ..., 
+> —Фраю шт ф) (22.8) 
(г=1,2,..., М). 
алее, находим ui? (a, $, %) ($=1,2,..., №) как вынужденные «регу- 
? $ ? я р 


ляризированные» колебания, возбуждаемые в невозмущенной системе (22.3) 
силами (22.8), которые представляем в виде сумм Фурье (т. е. внешними 
обобщенными силами в нервом приближении, взятыми в режиме синусои- 


дальных колебаний: g,=¢;acosh, g,= —¢aw, sind (r=1, 2,..., М): 
0% (а, м, $) =е У 0% (a) ет (22.9) 
п,т 


где 
27 27 
< (а =) ) D(a, 6, ) eit mbrdy dd (22.10) 
0 6 
ин 
Итак, и? (а, м, $) (s=4, 2, №) должны быть онределены как 


вынужденные колебания из системы ‘линейных дифференциальных урав- 
нений: 


м 
4? (DD 

>) (a а + Ченш? ) = ё x Qe (a) еп +m) (22.11) 

8=1 

(r=1, 2, ..., N). 

Здесь ф=е 1$. 
Искомые функции us? (а, vt, $) ($=1,2,..., №) ищем в виде рядов 
us? (a, vt, ф) = У п (a) вет (22.12) 


п, т 


(s= 14, 2, sey ae ly 


в которых коэффициенты k® m (а) подлежат определению. 
Подставляя значения us? (а, vt, $) (s=1, 2, ..., №) (22.12) в уравне- 
ния (22.11) и приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках, 


получаем для определения коэффициентов К п, (а) (s=1, 2, ..., №) 
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систему алгебраических уравнений: 
N 


У (4,5 [ — от — 2voymn — У] + 6,5} (а) = 0% (а) (22.13) 
8=1 
ЕЕ Deny); 
для решения которой воспользуемся нормальными координатами. 
Будем искать выражение для Ko, (а) в виде суммы 


М 
К „ (@ = > с gh (s=1,2,...,M), (22.14) 
k= 


где $) — нормальные функции, а с, — неизвестные коэффициенты, под- 
лежащие определению. 

Подставляя (22.14) в систему уравнений (22.13) и учитывая, что 
9 (5, &=1,2,..., №) удовлетворяют системе однородных алгебраиче- 
ских уравнений 


Zhe alee (22.15) 
(r=1,2,...,%), 
получим: 
> 3 Ag, [oR — (opm + пм)? ] c, 9 = 0% (а) 
(FSH 4g М. 


Умножая эти уравнения соответственно на 9%), 9%, 
и суммируя результат по 7, Е 
. 


N 
3 egtot (opm mt 5 Хаким = 3 QB (a) git. (22.16) 


pia) 


ere, 


Принимая во внимание ортогональность нормальных функций 
(выражения (21.9)) и обозначение (21.14), находим: 


> QP (a) of) 
mr ЕЕ: уп)? | ed, Рыбы. (22.17) 
Подставляя значения с, (k= 1, 2,..., М) (22.17) в (22.14) и резуль- 


тат подстановки в (22.12), получаем. `выражения для из’(а, vt, $) 
(842, ce Sing IVE 


Ск = 


nf @ 
a eM Qn, (a) ei(nvi+my) 
evs” (a, vt, $) = > у. ch) r=1 a= (22.18) 


т, т В=1 
(G21, FN): 


Для «фегуляризации» выражений (22.18) заметим, что их правые 
части могут сделаться неограниченными, если п и т таковы, что 


+ Oy = NV+ mM», 


а последнее равенство ввиду того, что мы рассматриваем нерезонансный 
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случай, эквивалентно равенству 
п? -|- (т? — 1} =0, или п=0, т=- 1. 
Таким образом, для «регуляризации» выражений (22.18) необходимо, 


чтобы при А==1 отсутствовали члены © гармониками е=, а они как 
раз и будут отсутствовать благодаря нашему выбору функции (22.7). 
Итак, для us? (а, vt, 0) (s=1, 2, ..., №) получаем выражения: 


ug? (а, vt, ф) = 


2n 2% М : . 
re {| | у 09 (a, 0, Y) е- 10+ тф) gg ap} ei (пут) 
re д (в) 0 0 r=t 
iat 4 = * ту Lok (пу+твя)2] 
(ПЗ, m+ для k=1) 


(22.19) 
М, 


Для определения функций 4,(а) и B,(a) можем либо воспользо- 
ваться непосредственно формулами $ 13 (формулы (13.37)), либо соста- 
вить уравнения гармонического баланса, выражающие равенство 
коэффициентов при первой гармонике угла > в левой и правой частях 
уравнения (22.6) после подстановки в него значений х=ас08ф, 
‚ = 9s а 08 ф -- ви (а, vt, $)(5=1, 2, ..., №) с учетом, разумеется, 
того, что а и ф определяются уравнениями (22.5), причем все вычисле- 
ния следует вести с точностью до величин второго порядка малости 
включительно. 

После элементарных выкладок получаем для А, (а) и В. (а) следу- 
ющие выражения: 


1 ав 
до) = [aA (a) +24, (a) В, (a) | — | 
7 an an N 
&) Ty2 . 
= 420m, \ \ a or Qr (а, 9, $) sin > а0 dy, ‘ зы 
их (22. 
1 ал 
Bs (а) = say | “GE 4, (@) а (а) | - 
1 25 2% М = 
я |} BPO, в, фона | 
: 0 0 r= 
где обозначено: 
OP (a, 6, $) = 0; (6, pPacosd, ..., Фа со8ф, — 
; N ag 
—gPaw, sind, ..., —gN’aw,sind) + > {or us? (a, 8, o)+ 
s=1 
д en Г 2 | д =? д к 
ais a [ eA, (a) cos & — «Рав, (a) sin 9+ 35 в x | Testi sous 
a | qs=—9 Daw sin¥ 
(22,21) 
(r=1, 2, ..., №). 


Перейдем к рассмотрению резонансного случая. 
Ради простоты изложения вместо общего случая, когда 


wo, Ру, 


4 
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где р и 9- некоторые взаимно простые числа, ‘рассмотрим случай; 
называемый главным резонансным, когда p=q=1. При этом заметим, 
`что все рассуждения могут быть перенесены и на общий случай без 
существенных изменений. 

Как уже нами выше указывалось, при рассмотрении резонансного 
случая, в зависимости от характера стоящей перед нами задачи, могут 
возникнуть два подхода к ее решению — исследование непосредственно 
резонансной области и изучение, помимо резонансной области, также 
подходов к ней из нерезонансной области. 

Здесь мы рассмотрим второй, как наиболее общий случай, причем 
для нахождения соответствующих асимитотических формул опять вос- 
пользуемся результатами, полученными для системы с одной степенью 
свободы, в $ 14. 

Исходя из рассуждений, приведенных на стр. 176, приближенные 
решения будем искать в виде рядов 


Js = Ysa cos (vt + $) + eus? (a, %, Ф) + =? и? (a, vt, $)--... (22.22) 
(6=12...- NN), 
где b=vt-+%, us? (a, 0, $), us? (а, 0, $), ... (s=41, 2, ..., №) периоди- 


ческие функции по обеим угловым переменным и Ф с периодом 2, 
а а и % должны быть определены как функции времени из системы 
дифференциальных уравнений 


da 2 
< = А, (а, 9) -- =*А, (а, 8) ..., (22.23) 


43 
яр =, — +B, (а, 9) =В, (а)... 

Для построения первого и второго приближения нам необходимо 
найти выражения для A, (а, %),В, (а, 3), А» (а, 3), В» (а, 9) mus? (а, vt, $) 
(a4, 2) вены №). 

Для определения A, (а, a и В, (а, $) сразу же собтавляет систему, 
аналогичную уравнениям (14.34 

Для этого в уравнениях (14.34) необходимо заменить © на 0), 
учесть наличие обобщенной массы т, и вместо } (а, 09, $) подставить 


>, gas a (a, 9, $), где 


т (а, 0, 9) = ОР? (8, pPacosh, ..., — фа зто, ...). 


В результате получаем систему уравнений 


(0, — v) 5 — 2 В, = 
2% an N 
= a > eisad \ \ У фо О? (a, 8, $) 19°" cos db dd, | 
g 0 0 r=1 
(и: —Уа oF - 2:4, = > (22.24) 
2% 2в N 
= — on >; eisad \ \ д eran (a, 9, 4) е— 1948’ sin $ 46 dd | 
s 0 0 r=4 
и), ) 
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из которой не представляет затруднений найти частные периодиче- 
ские по % значения 4, (а, $), В, (а, 3), как 06 этом уже упомина- 
лось выше. . 

Для построения асимптотических формул во втором приближении 
определяем us? (a, vt, %- $) ($ =1,2, ..., №) как вынужденные «регуляри- 
зированные» колебания, возбуждаемые в невозмущенной системе внешними 
возмущающими силами, взятыми в режиме синусоидальных колебаний, 
причем при «регуляризации» в отличие от нерезонансного случая 
в соответствующих суммах должны отсутствовать члены, для которых 
могут выполняться соотношения между индексами п, т типа ng+- 
+ (т + 1) р=0 (для слагаемых, в знаменателе которых присутствует ,). 

Таким образом, «регуляризированное» выражение для us (a, vt, 
ve) ($=1, 2, ..., №) будет иметь вид 

us? (а, vt, %- 9) = 


Qn on М | 
N СГУ Ро (a, де" a6 dy 
1 а (в) 0 от ‘ 
= Tn ? 2 x 
т 2. Py ‘ mp, [ok —(oym+yn)?] 


[ый 


x ейпм+т(и+8} (3=1,2,..., №). (22.25) 


Для составления уравнений, определяющих А, (а, $) и В, (а, и 
воспользуемся соответствующими формулами, выведенными в $ 1 
для системы © одной степенью свободы, либо уравнениями Но 
ского баланса. Вывод этих уравнений в явном виде предоставляем 
читателю. 

Остановимся еще на рассмотрении частного случая системы (22.2), 
часто встречающегося при решении практически важных задач, когда 
возмущающие обобщенные силы имеют вид: 


Q, (4, QM, seer ЧМ, 41, see, qn, в) = 
=е0, (41, -.., Чм, Ч --., IN, &)+2eH,sin# (22.26) 
(r=1, 2, ..., №), 


и, следовательно, колебания описываются системой дифференциальных 
уравнений: 


м 
У (Ars Qs + CisQr) = 20; (41, --., Чм, Gay --., GN, а) +sH,sin§ (22.27) 
s=1 

(r=1, 2, ..., М). 
Будем рассматривать основной резонанс (p=1, g=1), причем для 
упрощения остановимся на исследовании только первого приближения. 
Согласно общему методу, изложенному выше, частным решением 


системы (22.27), соответствующим одночастотным колебаниям, близким 
к первому нормальному, в первом приближении будет: 


4: = 9s" а cos (8-- 9) (22.28) 
ом 


где функции времени а и % должны быть определены из системы урав- 
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нений первого приближения: 


1 2% М ) 
da _ QP CD gt —_ 
ее Х 0 @ Vo? singady 
0 r=1 
N 
> cE 
r=1 
————, cos} 
my (@ 5) . 
: и г (22.29) 
d ` <1) ee) | 
о, тии) ХОР, 9) C05 bay + 
0 т=1 
м 
у (1) 
> cE, gr 
r=1 ri 
———___ sin 4 
+ one (ore Sm J 
в которой, как и выше, в, — собственная частота невозмущенной 
системы, $” (г=1, 2, ..., №)- нетривиальные решения системы одно- 
родных алгебраических уравнений (22.15), а 
ro (а, $) = Ого (фа созф, ..., — фа. sing, ...) 


(0+9=9) (r=1, 2, ..., М). 


Упростим несколько систему (22.29). Для этого по аналогии 
с $ 15 введем обозначения: 


an М 

1 parr 

NY (a) == | ХО (а, $) 9’ sing dg, 

0 r=1 
2% М 

4 БУ 

OF (8) = тик | ХО, $97 008 4 a (22.30) 

ог: 


N 
Е = DS cE. 
r==1 J 


Тогда уравнения первого приближения (22.29) могут быть записаны 
в виде 


аа _ __ ва os EE» 

-пй = be? (a) а У $, 

as ~ E® (22.31) 
ar we (a)—v4- 


mana) sin $ 


> 


Введенные здесь параметры №” (а) и we? (a) представляют собой 
оответственно эквивалентный коэффициент затухания и полную 
эквивалентную собственную частоту колебательной системы, описывас- 
мой уравнением вида 


N 
dx 2 | ет 
т, (Ча ной) = У Qi ers 
r=1 


аналогия с которым уже проводилась нами выше. 
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Таким образом, и в этом частном случае уравнения первого .upH- 
ближения (можно показать то же самое и для уравнений высшего 
приближения), составленные при исследовании резонансного случая 
в системах с N степенями свободы, будут такими же, как и для 


системы с одной степенью свободы (с массой т, и собственной часто- 
N 
(1) 


той ,), находящейся под воздействием возмущающей силы ae QHD; 


(обобщенной силы, действующей на первую нормальную Ее 
м 


и возмущающей синусоидальной силы с амплитудой У cE, (см. фор- 


r=1 
мулу (15.1)). 
Остановимся на исследовании стационарных режимов колебаний 
с постоянными амплитудами и фазами. 
Приравнивая правые части уравнений первого приближения (22.25) 
нулю, получим для определения стационарных значений амплитуды а 
и фазы $ систему 


a (a) at 


my oe У) 
{1) 


Руша (= У) 


cos} = 0, 
(22.32) 


we” (a) — sind=0. | 


Исключая из этих уравнений $, находим © точностью до величин 
второго порядка малости зависимость между амплитудой а и частотой 
внешних сил у: 


2 [ (49° (а) — v8)? + 434" (а) ®] = BO”, (22.33) 


Полученное уравнение совпадает по своей структуре с уравнением 
(15.10), составленным для нелинейной системы с одной степенью сво- 
боды, и потому в нашем случае для составления уравнения (22.33) мы 
можем воспользоваться ‚правилом, сформулированным в $ 15. B нашем 
случае это правило будет заключаться в следующем. 

Пусть колебания некоторой системы, имеющей N степеней свободы, 
описываются системой нелинейных дифференциальных уравнений типа 
(22.27), и нусть частота внешних сил у близка к основной собственной 
частоте невозмущенной системы w,. Требуется найти значения амплитуды 
и фазы стационарных одночастотных колебаний. Для этого рассматри- 


ваем колебательную ‘систему. с одной степенью свободы, © массой т. 
м 


и собственной частотой w,, находящуюся под воздействием силы У eQiolt) 
r=1 


(обобщенной силы, действующей на первую нормальную координату). 

Линеаризируя эту систему, определяем эквивалентный декремент зату- 

хания 61 (а) и эквивалентную частоту собственных колебаний w\") (а) 

как функции амплитуды и найденные значения подставляем в класси- 

ческие соотношения линейной теории вынужденных колебаний (22.32) 

и (22.33), причем амплитуда вынуждающей синусоидальной си- 
N 


лы находится по формуле Е) = Хз, т. е. опять-таки она 
= 

является обобщенной силой, действующей на первую нормальную ко- 

ординату. 
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Для определения стационарных значений фазы колебания из соотно- 
шений (22.32) получаем формулу 
of!) (a)—v 


aval) (a) 


$} = arctg (22.34) 


При помощи соотношения (22.33) мы можем построить резонансную 
кривую, характеризующую резонансные колебания, возникающие в нашей 
системе со многими степенями свободы в результате воздействия внеш- 
ней синусоидальной силы, частота которой близка к одной из собствен- 
ных частот системы. 

Для определения устойчивых и неустойчивых участков этой резонанс- 
цой кривой мы получаем правила, аналогичные правилам, приведенным 
в $ 15. 

Так, условиями устойчивости (с точностью до величин первого по- 
рядка малости включительно) будут неравенства 


ot >0, если wf!) (а) > ъ, | 
- (22.35) 
a <0, если wl) (а) < у. | 


В качестве примера применения полученных результатов остановимся 
на исследовании вынужденных колебаний в конкретной механической 
системе со многими бтепенями свободы. 

Рассмотрим приведенную систему коленчатого вала, Bey ce 
изображенную Ha рис. 118, где Ha участке между пер- 
вой и второй массами имеется нелинейная связь. Пред- 
положим для упрощения, что на среднюю массу дейст- 
вует периодический крутящий момент типа ПР © 


M=Esin 6, Рис. 418. 


р 0 
где Ё = соп$%, и =У-— частота момента, пропорциональная числу 0бо- 


ротов двигателя, а моменты, действующие на массы, расположенные 
па концах приведенного вала, равны нулю. 

Обозначим моменты инерции масс двигателя через T,, /., Iz, а углы 
отклонения от равномерного вращения через G1, Yo, $y. 

Тогда жесткость участка вала между первой и второй массами зави- 
сит от характеристики нелинейной муфты. Жесткость участка вала между 
второй и третьей массами обозначим через cy. Упругий момент, завися- 


щий от разности углов поворота прилегающих масс, для первого участка 
будет: | 


Е ($5 — 9) = с, ($— $1) + =] (G2 — $4), 


где функция ef ($. —$,) определяется конкретно заданной характеристи- 
кой нелинейной муфты, а с, — некоторая постоянная; для второго участка 
упругий момент будет: 


C2 (фз — >). 


Предположим также, что на втором участке вала учитывается внутрен- 


нее трение, которое будем считать пронорциональным скорости (с коэф- 
фициентом пропорциональности а). 
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Тогда уравнения крутильных колебаний рассматриваемой системы 
будут: 
LaF (9—9) =0, 
149+ Е (фа — $1) — Ca ($3 — 91) = М +4 ($3 — $), (22.36) 


[$8 с» (G3 — $2) = — 4 (3 — $2). 
Вводя обозначения: 
$2 —Ф, =91, Ps — $2 = 4», 
уравнения (22.36) можно привести к следующей системе двух уравне- 


ний второго порядка (одну степень свободы — вращение, мы исключаем 
из рассмотрения): 


.. ; 7 Ig - а 
Бас: (1+7) с, = —(14+2 ада sin 6, 


_ у Pe oes (22.37) 
То 42 — C191 + C2 (1+ в) ==) —я( 1+2) —Езт6. 

Допустим, что нелинейность, коэффициент трения и амплитуда внент- 
него момента малы, а также, что для системы (22.37) выполняются усло- 
вия, приведенные в $ 21 (стр. 261). 

Предположим также, что частота внептней синусоидальной силы + 
близка к. первой собственной частоте ,; в этом случае, естественно, 
в системе будут возбуждаться колебания, соответствующие первому нор- 
мальному колебанию с частотой, близкой к w,, в то время как колеба- 
ния с частотой ,, находясь вне резонанса, из-за наличия трения будут 
затухать. 

Тогда согласно (22.28) частным решением системы (22.37), соответ- 
ствующим одночастотному режиму, близкому к первому нормальному 
колебанию, будет: 


@: = Ya cos (0-3), | 


4 = 94 cos (6+9), | oe 


где gi) и $1) — фундаментальные функции, являющиеся нетривиальными 
решениями системы однородных алгебраических уравнений: 


[es (1 +7) —o, | ees Cy pl?) =0, 


Е (22.39) 
— cig + [в (4+1) в | ol? =0; 
Wy — корень частотного уравнения «невозмущенной» системы: 
q (t+ Ft) wl, a 
; = (22.40) 
, I, ) 
—с с. (1+) — в? 


ааи 3 должны быть определены или из уравнений первого приближе- 
ния, или для стационарного режима по формулам тина (22.33) и (22.34), 
которые мы сейчас и составим, воспользовавшись схемой, приведенной 
на стр. 278. 
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Находим: 
m, = Г (9-98), (22.41) 
I 2 

a (a)=Z [ (+1) ot! фо], (22.42) 

: [ H?—-C1- et? | Ps 
wo!) (а) = Sioa \ 1 ($ а соз $) офф, = (22.43) 

0 
EQ) = Е (94) — 9), (22.44) 


Подставляя эти выражения в формулы (22.39), получаем зависимость, 
при помощи которой легко можно построить резонансную кривую. 


0 
т 47 


480 45 090 4% 


Рис. 120. 


100 15 ay 


Так, например, в случае, если характеристика нелинейной упругой 
муфты имеет вид, представленный на рис. 119, то резонансная кривая 
будет такая, как на рис. 120. 


$ 23. Иеследование одночастотных колебаний 
в нелинейных системах со многими степенями свободы 
при наличии медленно меняющихся параметров 


Как уже указывалось выше, во многих актуальных проблемах 
вибротехники мы встречаемся с колебательными системами со многими 
степенями свободы, в которых ряд параметров (эффективные собственные 
и внешние частоты, амплитуды вынуждающих сил и т. д.) медленно 
изменяются, причем медленно в указанном выше смысле — по сравнению 
с периодом собственных колебаний. 

В настоящем параграфе мы остановимся на построении асимптоти- 
ческих разложений для дифференциальных уравнений, описывающих 
колебания в таких системах, в предположении, что в системе совер- 
шается одночастотный колебательный процесс. 

Как и в предыдущих параграфах, систему дифференциальных урав- 
нений будем рассматривать в таком виде, когда невозмущенная система 
соответствует обычной схеме теории малых колебаний. 
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Итак, рассмотрим колебательную систему с NV степенями свободы, 
кинетическая и потенциальная энергия которой могут быть представлены 
в виде 


м м 
р 4 oe 1 0~N 
f=5 > ans (t) 9,45, Vey > Crs (t) Ws (23.4) 
rT, 8=1 rT, s=1 
где 91, 92, +++, м — обобщенные координаты, С = st — «медленное» 
время, =, как и всегда, — малый положительный параметр, a,, (*) = a,,(t), 
Cp, (t) =¢,,(t) ($, г=1, 2, ..., №) — некоторые функции «медленного» 


времени +t, обладающие производными любого порядка при всех конеч- 
ных значениях т. 


Предположим также, что на конечном интервале О<Е<Т, где 
ий 
1 =, причем Г, может быть сделано сколь угодно болышим для сколь 


угодно малых ©, квадратичные формулы T и V определенно положительны. 
Пусть исследуемая колебательная система находится под воздей- 
ствием малого возмущения, определяемого обобщенными силами 


О, (т, 9, Чл, ee +o ЧМ» 91, ++ +s Ч№ =) = =0%7 (<, 9, 91, ..., м, 91, +s gn) + 
+ 5208 (т, 9, Gar ..., м, Ч, ee ND +--+. (23.2) 
(r=1, 2, ..., М), 


периодическими по § с периодом 2п и разлагающимися в конечные суммы 
Фурье, с коэффициентами, являющимися некоторыми полиномами по 


отношению к (4, qs (s=1, 2, ..., №). Кроме того, будем полагать, что 
dé . . | 
-йр == У (<) и функции v(t), О, (т, аи ZY yasy N) 


неограниченно дифференцируемы по t на интервале O<t<L. 

Тогда, согласно известным принципам механики, мы приходим 
к рассмотрению системы V нелинейных дифференциальных уравнений 
второго порядка: 


№ N 
= { № a,, (<) д] + Ус, (<) 4, = Q (т, 8, 91, --., Чм, 91...» Чм, г) (23.3) 
$=1 


s=1 
(Pad, De cae №), 
Одновременно с системой (23.3) рассмотрим систему линейных 


дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэф- 
фициентами 


2 В 


т N : 
У а, (<) 4, + У Crs ($4. =9 9 (r= 1, 2, «.-, М), (23.4) 
8—1 s=t 


для получения которой необходимо в (23.3) положить e=0, a т pac- 
сматривать не как =, а как некоторый постоянный параметр. 

В нашем случае вспомогательная система. (23.4) играет такую же 
роль, как и система (23.3), и мы ее в дальнейшем будем называть систе- 
мой дифференциальных уравнений невозмущенного движения или просто 
невозмущенной системой уравнений. 

Hak ив $ 21, при помощи обычных методов можно для уравне- 
ний (23.4) построить решения, соответствующие нормальным колебаниям 


gi) = 9% (5) а cos (в, (t)t+a,) — (5, k= 4, 2, ..., М), (23.5) 
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где ®, (т) (Е =1, 2, ..., №) — собственные частоты, определяемые урав- 
нением 
D || —4,, (<) © + ¢,, (7) || =0, (23.6) 
а $ (5) (5, k=1, 2, ..., М) — нормальные функции, являющиеся нетри- 
виальными решениями систем однородных алгебраических уравнений 
м 
2 { — Gps (5) 8 (3) - Crs (5) (7) =0 (23.7) 
(7, k=4, 2, ..., N) | 
и обладающие свойством ортогональности 
м 
У аз (9) 98 (2) GF? (2) =0, 
8, r==1 
я (23.8) 
> Cre (t) ee” (<) gr (<) = 
т, s=t 
(k= 2). 


Во всех последних формулах величины ; (<) и pi) (<) (5, К=1, 2, ... 
, №) зависят от + как от нараметра. 

Если же теперь положить в (23.4) и (23.5) ==, то функции (23.5) 
будут только приближенно (с точностью до величин порядка малости =) 
удовлетворять уравнениям (23.4), представляя` собой колебания с мед- 
ленно меняющимися частотой и формой. 

Прежде чем приступать к ‘построению асимитотических решений 
системы (23.3), соответствующих одночастотным колебаниям, близким 
(при достаточно малом =) к одному из нормальных невозмущенных 
колебаний (23.5) (для определенности опять будем полагать к первому 
‘нормальному колебанию), допустим, что для всех значений пара- 
метра %, принадлежащих рассматриваемому интервалу 0 << С, выпол- 
няются условия, аналогичные условиям, приведенным в$ 21 на стр. 261, 
т. е. допустим, что: 1) в невозмущенной системе, описываемой диффе- 
ренциальными уравнениями (23.4), возможны незатухающие гармониче- 
ские колебания с частотой в. (<), зависящие только от двух произволь- 
ных постоянных; 2) единственным решением системы (23.4), соответ- 


ствующим равновесию, является тривиальное решение 4, = 42... = Jn = 0; 
3) частота w,(t), а также ни один из ее обертонов 2%, (<), .3w,(t), . 
Ко, (*), ... не равны собственным частотам в, (5), ®. (5), ..., On (+) 


невозмущенной системы. 

При этих допущениях, естественно, согласно методике предыдущих 
параграфов и учитывая результаты, полученные в $ 14, для системы с 
одной степенью свободы, искать решение возмущенных уравнений (23.3) 
в случае р=4==1, т. е. соответствующее основному резонансу (резонанеу 
с собственной частотой w,(t)) в виде асимитотических рядов *): 


gs == 9 (<) а cos (0-3) + eum (t, а, 0, 9-Е $) + 27us” (s, а, 8, 645)4... **), 
(ЕВА ating ZV), . (23.9) 
*) Hak уже указывалось, все а. могут быть без существенных 


изменений перенесены Ha общий случай ©, ($ = — (т), где р и 9— некоторые 


взаимно простые числа. 
**) В дальнейшем верхний индексе у qs будем опускать, помня, что мы 
рассматриваем колебания, близкие к первому нормальному колебанию. 
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в которых t=ect, функции us? (st, а, 0, 0--3), us? (<, a, 6, 0--%), ..., 
($=1, 2, ..., №) — периодические по 6 и 68--$ с периодом 2т, а вели- 
чины а и $, как функции времени, определяются из системы дифферен- 
циальных уравнений 


carey | i(t, а, $)+¢?4,(c, а, $) +. 


dt 
ad (23.10) 
р = 1 (5) —у (<) =В, (<, а, $) | = В. (за -+..., 

где в, (<) — наименьший корень уравнения (23.6); o§? (=) ($=1,2,..., №) — 


нетривиальные решения алгебраических уравнений (23. 
Как и обычно, для решения нашей задачи необходимо найти такие- 
выражения для функций: 


иг? (т, а, 6,05), и? (с, а, 60,04 3),... (s=4,2,..., NM) (28.14) 
И 


A, (<, а, $), А» (<, а, $), ея В; (с, а, $), В. (<, а, 4), hae (23.12) 


чтобы асимптотические ряды (23.9) после подстановки в них вместо 
а и % функций времени, определяемых уравнениями (23.10), являлись 
решением системы (23.3). 

Функции (23.11) и (23.12) можно найти, применив ту же методику, 
что и в предыдущих параграфах, т. е. воспользовавшись формальным 
правилом, полученным в $ 20, и проводя аналогию с результатами, 
полученными для системы с одной степенью свободы. Однако при при- 
менении принципа гармонического баланса в рассматриваемом случае 
следует помнить, что у нас параметры не постоянны, а зависят от 
==, и поэтому при дифференцировании надо всегда помнить, что 
==, а при интегрировании < считать постоянным параметром. Про- 
ведем подробные выкладки. 

Дифференцируя ряды (23.9) с учетом того, что а и $ должны удо- 


влетворять уравнениям (23.10), найдем выражения для 4,, 4, ($=1,2,..., №). 
Подставим полученные выражения в систему уравнений (23.3), правые 
части которой тоже разложим в ряды но степеням г. Приравнивая 


$ 
после этого коэффициенты при одинаковых степенях =, получим ряд 
систем: 


3 fa,.(2) fore)“ a 2¥(2) 0, (2) say + (8) GE] + 
+ ey, (s)us | = 69} (x, a, 9, $) (23-13) 
(r=4, 2, ..., №), 


922 ay aul? 


Х {4.69 [ot @) Gat 20 рн Ge | + 


с. (9 us? = G58 (с, а, 0, $) (23.44) 
(7=1, 2, aes | N), 
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в которых введены обозначения: 


2 $ (<, а, 9, ф) = QR (<, а, 6, ф) — 
-¥ [ars 2) [92° (=) (01 (2) =» (9). Gt — 290? (2) 0, ав, | 08. — 
$=1 


ри 


~ ay, (9 | 98? (2) a (04 (9—9) Get + 28 (2) 0, © A, | sing — 
— [20,6 Fa, (+ о ys 


(23.15) 
N 
Gt (т, а, 9, $) = Фу» (<, а, 0, $) — 4 fa,, (<) [+ (=) (©; ($) —()) 5 ae 
= 207 (<) Wy (t) ab, os? (<) oe A г от (=) 5 oat В, _ <) 24 5 
— 92) “В | cos —а, @ fe P (<) (0, © (2), (5) dy + 
+ 2 (5) A,B, +9 (2) a = | 1-92 (<) а Ee +B, he = | sin )-F 
os ) age? (t) day | days 
+[a a, (x) a+ = eae Dy oe mas =) а cos $ — 
aes (=) P days J. 
= [2 a, B, + <) 3B, | asin g}, (23.16) 
(r= 1, 2, ., №), 


rye также обозначено: 


05 (<, а, 6, ф) = 07 (, 6, Что, $ ® 2.9 Ч №, dios aie | no)» 
: 90:7 
Фо (с, а, 6, $) = Оть (<, 9, Gros ++ +1 Чмо» Чло» + i+ 3S us? + 


OQ ad CD ) 
Нес $5 = 


(> 
acos § +92 (1) cos 6A, — 9 ae s(t) + 


+55 в se 1 a,.(2)[ 25 ре т ый (5) +25 а О 


Ри") Bu 
р С) By tp уе 0 (0) By $2 ар + 


dus? oB дир aA dus” dy (< 
be (9) GEA GE (1) — 9) „+ а: 


ди де, (с days usY а rs 
$ ‘ nO) | 4 sy у (<) - в ie г (2) } 


b=8+9, gy = os (5) ас0зФ, РС )w, fs)asingd 
(s= 41, 2, ..., М). 
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Определим из системы (23.13) us? (с, а, 0, $) (s=1, 2, ‚ №). Дия 
этого правые части системы (23.13) как периодические функции 8 иФ 
целесообразно разложить в ряды Фурье: 


Gi) (5,а,0,5) = Bid) $, дент, (23.17) 
rye 
, 4 2m 2m 
gt (т, a) =F | \ GP (с, а, 9, ф) e-tnd+mb 06 аф (23.18) 
d 0 
GS 1) 2. vag М, 
Искомые функции и” (х, а, 0, ф) (s=1, 2, ..., №) также естественно 
представить в виде рядов 
us? (т, а, 8, 9) = У Ми (т, а) ет) (23.19) 
р. п, т 
(s=1, 2, ..., М). 
Подставляя значения us? (s, iW) = 2) ор Мс 
Gre (с, а, 0, o)(r7=4, 2, " Ny (при ее считаем, что х — пара- 


метр) в ‘уравнения (23. 13) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
гармониках, получаем для определения коэффициентов he, т (<, а) систе- 
му алгебраических уравнений: 

м 

> {а (<) [ — 7 (5) т? — 2 (<) в; (<) mn — У? () п] + с, (<)} Ae m(, а) = 

8= 


= gi" (с, а) (23.20} 
(r=1, 2, ..., М). 


Решая эту систему, как и в предыдущем параграфе, с помощью 
введения нормальных координат находим: © 


N 
У # а id) (<, а) +9 (=) 


(s) 
вв 8) х POmmanaaenam 829) 
и, следовательно, для иг” (сх, а, 9, 5) (s=1, 2, ..., №) получаем 
следующие выражения: 
a > Bh 1) (т, а) + (в) (вт) 
и р (3) Sena aS Wi oC И POSEY AS Ga near ЕСТ 
ah N= BW OO „ее теми (829 
(s=1, 2, ..., М). 
Для того чтобы us?(t, а, 9,6) ($=1, 2, ..., №) были конечны, 


необходимо, чтобы для любых + на интервале 0<з< знаменателя 
в правых частях (23.22) не обращались в нуль. Однако знаменатели 
могут обратиться в нуль для тех п и т, для которых выполняются 
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равенства: 
mi (2) nv (5) = + ©, (8) (23.23) 
или 


n+m+1=0, (23.24) 


так как ввиду того, что мы рассматриваем основной резонанс, при 
некотором +(0<+<JL) возможно w, (<) = (т). 

Поэтому условие конечности для и?’ (х, a, 0, $) ($=1,2, ..., №) 
принимает следующий вид: 


М 


У git) (т, а) gf? (3) ед +т4) — (23.25) 
1 


t= 
(n+-m+1=0) 


Принимая во внимание (23.18), (23.22) и (23.25), после ряда пре- 
образований получаем «регуляризированное» выражение для ws? (x, a, 0, $) 
(s=1, 2, ..., №): 


4 n 
wi? (s,a,6,d)=—ze У у g(t) x 
nN, mj=1 


ea Ae ae ) 


20 2m 

\ \ у QP (=, а, 8, $) © (x) "ав ay 
Ce ind my) — 
ze поете —° 


N 
d oT 
_ > ae [ - liner # (2) 
r= Ш . . 
— 2%. = ое =яет = sin > (23.26) 
9= 
Е, 
где 
N | . 
т, (9 = Ха, (99 (92 (3) = 27 149 ()] 


и, следовательно, 


; y 
| orig) i a= a, (5) @® (<) (r=1, 2, ..., №). 
да, 8 (7) 


Не представляет затруднений сформулировать правило составления 
«регуляризированных» выражений для us? (s, а, 0, $) (5=1, 2, ..., М), 
исходя неносредетвенно из выражений возмущающих сил и выражений 


для кинетической и потенциальной энергии. 
М 


Заметим, что сумма a Qr0 (<, а, '9, $) $9 (5) предетавляет собой 


ее силу, ОУ оО на ]-ю нормальную координату. Выра- 


oT ( j 
жение es —[ (a) |. we oF (<) также можно интерпретировать 
agp 9.9 


r=1 
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как обобщенную силу, действующую Ha /-ю нормальную координату. 
Наличие этой дополнительной силы объясняется появлением (в резуль- 
тате зависимости инерционных коэффициентов а,, от «медленного» вре- 


а Г ЭТ (а) 
мени 5) «силы» Е [a2 | is 


gp 9:99) 
Таким образом, для получения функций us? (с, а, 0,5) ($=1,2,..., №) 
надо подставить в функции OP (55.8, оны, Div 8084 In) FSA; 2, №) 


нулевые приближения g,, qs (s=1, 2, ..., №) и ae (п, т)-й член 
в ряде Фурье для обобщенной силы, действующей на j-10 нормальную 
координату; далее, надо найти производную кинетической энергий по 
скорости, заменить в ней 4, наф‘? (5) ($=1, 2, ‚ №), после чего по- 
лученные а подставить в формулу (23. 36). Величины т, (+) 
{1=1,2, ..., №) представляют собой удвоенные формы кинетической 
энергии, в которых скорости 4, ($ =1,2,..., №) заменены «нормальными» 
функциями 90) (<} ($, 7=1, 2, 

Перейдем к определению унии А, (с, а, $) и В, (с, a, 9), которые, 
как и обычно, определяются Tak, чтобы выполнялось условие конеч- 


ности (23.25). 


Вводя обозначения n= —в, т+1=о, условие (23.25) представ- 
ляем в виде 


5 Bed) ааа (3, @) 97? (<) ев — 0 (23.27) 


(—2<¢< 00). 


Подставляя сюда значения gl!) | (т, а) согласно (23.18) и приравнивая 


коэффициенты при одинаковых гармониках, получаем систему уравнений 
для A,(t, а, %) и В, (с, а, $), аналогичную системе (19.8): 


\\ дА 
(4 (5) —у(<)) НЫ — 2a, (5) В, = 
25 27 
ты DO | |B GEC оо 008 9 dO dt 
a d z t 
(0, (5) —9 ($) +- 20, (5) А, = — a (™ a ae + (23.28) 
1 2n 27 
5 ту ©» or \ хо 95 <, а, э, $) $’ (<) ene. 311 ф d6 dy 
с 0 т=1 
(и=ф— 9). J 
После того как нами найдены выражения для из’ (т, a, 0, $) 
{$=1, 2, ..., №), 4, (с, а, 3) и В, (5, а, %), становятся известными 
правые части уравнений (23.14), из которых находим функции 
u(t, а, 6, $) (s=1, 2, ..., №), а из условий конечности 
N 
Хо вт, ое 50 (23.29) 


fos 
(п-т 1=0) 
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находим 4. (х, а, $) и В, (с, а, $). После ряда выкладок получаем для 
определения A,(t, а, $) и В, (ъ, a, 9) систему уравнений: 


aA aA aA aA 
He) Bom Bam (леев | 
ат, (=) A 1 (<) а 
fe ds mal) т (<) = 
р an 2n М 
TZ ra (=) > 89 \ \ > Di? (т, а, 0, $) $9 (5) ei cos ф 48 а$, 
‘Te 1 р _ 
с | 00 r= 
› (23.30) 
(в (3) —9(2)),a 5% 2 + 26, (1) Ay = Ae oy Яна сл Bick 
OB. i dm > 
+a 1.4 24,B, + а ee 
Й Qn Qn N 
— Baim, (sy > et? | \ У BP (а, фе’ зшф dé dd, 
¢ 0 0 r=i 
где обозначено: 
N A 
_w 4 Г 9Т(а) a) 
16) = a а re лиры” 9. (23.31) 


После того как нами найдены функции us” (3, а, 0, $) ($=1,2,..., М), 
А, (<, а, 4), А, (<, а, 8), В, (, а, 3), В, (s, а, 3), мы можем построить ре- 
шения уравнений (23.3), соответствующие одночастотному режиму, как 
в первом, так и во втором приближении. 

Резюмируя изложенное, приведем схему построения первого и вто- 
рого приближения для частных двупараметрических решений системы 
(23.3), соответствующих одночастотному режиму. 

Заметим, что эта схема при t=const может быть также применена 
и к результатам предыдущего параграфа, в котором ради краткости 
мы не останавливались на приведении такой схемы. 

Итак, прежде всего выделяем невозмущенную систему (23.4) и про- 
веряем, возможны ли в ней при любых значениях параметра * (0<з< Г) 
незатухающие гармонические собственные колебания с частотой w, (<), 
зависящие от двух произвольных постоянных; проверяем также, отсут- 
ствуют ли нетривиальные статические решения и внутренний резонанс. 
Далее, находим собственные частоты w,(t) (Ё=1, 2, ..., №) и co6- 
ственные функции $2) (5) (s=1, 2,..., №), причем при определении 
их считаем, что коэффициенты соответствующих алгебраических урав- 
нений зависят OT + как от некоторого постоянного параметра. 

После этого в качестве первого приближения берем выражения 


Ч. = 9? (5) а с0з (9-3)  (s=4, 2, ..., М), (23.32) 


в которых а и % являются некоторыми функциями времени, онределя- 
емыми из уравнений первого приближения: 


а 
<= в А; (<, а, 9), 


es (23.33) 


= 91 (5) — (<) + eB, (<, а, 5), 
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где A,(t, а, $) и B,(s, а, 3} — частные периодические по $ решения 
системы (23.28). 
В качестве второго приближения принимаем выражения: 
4, = 9s” (3) а cos (8 -- $) + виз” (<, а, 0, 043) (23.34) 
(s=1, 2, ..., №), 


где а и $ определяются из уравнений вгорого приближения: 


Sf — в, (x, а, 8) -- РА, (т, а, 9), 
su =, (t)—v(t) еВ, (ъ, а, $) - = Вы (сх, а, 9), 


(23.35) 


в которых A,(t, а, $), В, (т, а, $), 4. (с, а, 8), В. (с, а, 3) находим из 
систем (23.28) и (23.30), а us? (с, a, 0, 0%) (s=1, 2, ..., №) mo фор- 
мулам (23.26). 

Итак, интегрирование системы (23.3) сведено нами к интегрирова- 
нию уравнений (23.33) или (23.35), которые, как уже указывалось 
в общем случае, не интегрируются в замкнутом виде, и их приходится 
интегрировать численными методами. В $ 19 указывалось на преиму- 
щество численного интегрирования системы уравнений, определяющей 
а и $, по сравнению C численным интегрированием непосредственно 
уравнений движения. В данном же случае это преимущество во много 
раз увеличивается ввиду того, что мы при численном интегрировании 
рассматриваем we систему М уравнений второго порядка, a только два 
уравнения первого порядка. 

Рассмотрим некоторые частные случаи системы нелинейных диффе- 
ренциальных уравнений (23.3), для которых уравнения первого прибли- 
жения принимают особенно простой вид. 

В качестве первого частного случая рассмотрим «свободные» одно- 
частотные колебания системы со многими степенями свободы и медленно 
меняющимися параметрами, т. е. когда правые части уравнений (23.3) 
не зависят от § и имеют следующий вид: 


М м 
“dt. > ars(z)q, } ch >) ers(*) 95 = ©, (<, May eres Wy hs see, Чл, =) (23.36) 
8=1 s=1 
ам 


В этом случае приближенное двупараметрическое частное решение 
в первом приближении будет: 


4. = $5” (t) а с05ф (s=1, 2, ..., №), (23.37) 


Tae а и Ф должны быть определены из системы уравнений первого 
приближения: 


2n N 
4а _ 2 4 (т (=) ®; (=)) _ ay wm ne 
dt 2m, (о, (5) a ~ dem, t=) ©; (Е) 1} 20% т, а, $) ФГ” (<) singdy, 
2n N 
dy 


oF 1 (9 ims ers | Х Q2 (=, а, 0) 97? (3) cos 545, (23.38) 
0 


(<) 
r=1 
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которую получаем непосредственно из соотношений (23.28), в которых 
полагаем, что A, и В, зависят только от а и т. 

Введем но аналогии с $ 19 обозначения: 


NP (а, <) = = @(т, (5) 9 Е 


@, (5) dt 
28 N ] 
ы < 9 D (2) sin 4 
+ па: (2) © бп (t, a, ф) or (<) sin $d, | | 
а \ (23.39) 
2n N | 
‹ _ § Фи ep) . 
08” (а, 1) = (*) — те \ 2 & Qi (sae осно, 
тогда уравнения первого приближения можно записать в виде 
da, 25а) 
= — be (а, +) а, 
a (23.40) 
=O 
-п =e (а, <), 
о №’ (a, =) 
где 0е (а, и р" 


Таким образом, уравнения первого приближения для системы № 
дифференциальных уравнений (23.36) будут такими же, как и для системы 
с одной степенью свободы, описываемой уравнением 


mM, (t) oe = о? ( (°)=)= .У 0%? (< 2, ..., ORa, Pa, ..., PPX) EM (<). 


Pot 


(23.41) 
Рассмотрим теперь случай, когда внешние возмущающие силы имеют 
следующий вид: 
О, (<, 8, Чл, 2S 882 9х, Чт, eae Чу, =) = 0, (t, M1, eee) Qn» Ч, es 3 VINE =) 
+ ef, (=) sin 4 (r=1, 2, ..., №), (23.42) 
dQ 
где a= ¥(t)s 


Тогда система дифференциальных уравнений (23.3) будет: 


| м м 
а . é < 
4 So af +3 a 1.0 (6 Qin tees Ine Чл» od Ч№» г) 


$=1 s=1 


+e, (5) sin 9 (r=1, 2, ..., М). (23.43) 


В случае рассматриваемого нами основного резонанса (p= 1, q=1) 
в первом приближении решения системы (23.43), соответствующие одно- 
частотным колебаниям, близким к одному из нормальных, будут: 


G,=e (*) асов (0-3) (3=1,2,..., №), (23.44) 


где функции времени а и $ должны быть определены из системы 
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уравнений первого приближения : 


4а _ _ ea а (my (5) в, (7) ы } 
dt Жи (2) @ (5) dt ^ 2тпы (t) в (С) х 
N 
2n М Ра В» (5) pf? (5) 
(1) > 
к} О иду, 
р 
de 8 (23.45) 
a4 (*) ae () ~~ жтл (а) ©, (с) а x 
N 
an М 2 eE, (т) of? (=) 
(1) aD 7 
хе OP (as 8) 9 (2) 008 80 + быт 8M 
которую, учитывая введенные обозначенияг (23.39), можно представить 
в виде: 
а _ __ ха = Е (т) 
de 8 Ч а wee) 09%, (23.46) 


Е (т) 


dd i 
FAP (4) 0) + ate av 


где обозначено: 
м 
Е(9 8 УЕ, (9) (9). 
rt 


Итак, для того чтобы составить уравнения первого приближения 
для системы с М степенями свободы при наличии одночастотного режима, 
мы должны воспользоваться правилом, приведенным в $ 19 для колеба- 
тельной системы с одной степенью свободы, описываемой следующим диф- 
ференциальным уравнением © медленно меняющимися коэффициентами: 


N 
т, (5) (Sa +0 (2) &) = У, Qe (к, oie, .. аа, GP, Ра (2) + 
r=1 
-- Е (=) эт 0. (23.47) 


Проиллюстрируем изложенную методику на простом примере. В ка- 
честве такого примера рассмотрим, как и в $22, крутильные колебания 
вала, схематически изображенного на рис. 118, причем для упрощения 
предположим, что все параметры, характеризующие нашу колебательную 
систему, такие же, как и в $ 22, и только внешний крутящий момент, 
действующий на среднюю массу, имеет вид 


М =Ез1т 6, (23.48) 
dO 
где Gp = v(t). 


Тогда наша задача, Kak и в $ 22, сводится к построению прибли- 
женного решения системы дифференциальных уравнений: 


ВЯ, (Ly +1) 0 ~ с цу= — (1, + Г.) ef (2) + «Гу + El, sin 6, (23.49) 
о 


где 20. = y(t). 
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Предположим, что частота внешней силы v(t), которая медленно 
изменяется со временем, находится вблизи значений собственной частоты в, . 
В этом случае представляет интерес рассмотреть нестационарные колеба- 
ния системы, соответствующие возбуждению гармоник с частотой, близ- 
KOH K 4. 

Приближенные решения ищем в виде 

z= 91? ас03 (9-3), 

у = 97а соз (8 -- $), 
где $7, gi? — нетривиальные решения системы алгебраических урав- 
нений (22.39), ®, — наименьший корень уравнения (22.40), аа и $ как 
функции времени должны быть определены из уравнений первого прибли- 
жения. Для составления этих уравнений можем воспользоваться правилом 
и формулами, приведенными в $ 19 для колебательной системы с одной 


степенью свободы. Для этого вместо системы (23.49) рассматриваем 
эквивалентное ей при одночастотном режиме одно уравнение второго 


порядка: 
4? $ 
т, (Geto )=@ (4, = +k, sin 8, (23.51) 


где введены обозначения: 


my = Ty (9! + o§'™") ) 
Ey =Е (1,9)? — 1292"), | 
Q(4, F)=UeP— G+) le | 


dt 
+ & [(Гь + 1,) и ар 


(23.50) 


(23.52) 


dz 
Подставляя значения т, £, и 0 (+ 4) (z= 4 cos 4) непосредственно в 


формулы (19.22), получаем: 


da _ 2 1)2 (4 i Е (1y9§? — 198?) 

@ т (Zo + 13) gh? — 119195 Пе rm (oxe¥ ву 0" 
Te 

43 Во — (ПГ) oP] 14 

Fr =. — V(t) — [Zs ae 2) $42] = ( ef (oP a cos $) cos ddd — 
0 


— Ee? he) о, 
Ее) sin. (23.53) 


Полагая, что нелинейность упругой связи определяется той же 
самой характеристикой, что в примере $ 22, вычисляя интеграл, стоящий 
в правой части второго уравнения системы (23.53), и после этого числен- 
но интегрируя систему (23.53) при различных скоростях изменения 
частоты внешнего крутящего момента v(t), получаем ряд кривых, при- 
веденных на рис. 121, характеризующих изменение величины а в зави- 
симости от изменения y(t). 

Заканчивая настоящую главу, посвященную исследованию одно- 
частотных колебаний в нелинейных системах со многими стененями 
свободы, заметим, что изложенная методика может быть без особого 
затруднения применена к исследованию более сложных колебательных 
систем, например к исследованию колебательных систем с М стененями 
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свободы, для которых функция Лагранжа может быть представлена 
в виде 


L=5f у а,, (<)4.4,-+-2 у Ber (9) 9,4.— у ен) 9,4, | , (23.54) 


r,s==1 sri Fat 
где, как и выше, Gj, 4, ..., gn — обобщенные координаты, <= ей, 
=— малый положительный параметр, а,, (=) =а.. (<), с,, (<) =с,, (<) и 
857 (<) ($, г=1, 2, ..., №) имеют достаточное число производных 
при всех конечных т. 
та 
72 


40 


РГР 
НЕВЫ 
АД BAN 


й al IND 


0 
070 075 080 48 090 09 100 10 0 1 ow, 
Рис. 121. 


М 


(Рассматривая +t как постоянный параметр, мы получаем, что 
а, в И Cp (5, т=1, 2, ..., №) — постоянные и, следовательно, 
приходим к более общему случаю но сравнению с рассматриваемыми 
в §§ 21—22; если же t=el, то рассматриваемый ‘случай будет более 
общим также и по сравнению с системами, рассмотренными в настоящем 
параграфе.) | 

Будем предполагать, что полная энергия рассматриваемой колеба- 
тельной системы 


НЫ (23.55) 


является определенно-положительной квадратичной формой для любых + 
на интервале O<t<L, а сама система находится под воздействием 
внешних возмущающих сил тина (23.2). Тогда мы приходим к иссле- 
дованию следующей системы нелинейных дифференциальных уравнений 
с м eee Е 


= “Ly a,,(2)q,} >) bg, (5) uty Cer (2) 4, = 


s=1 s=1 
N 


р ane d rs 
= 0, (т, 6, Ч1, see Ч м» 91, --., Ч м, У а, (23.56) 


$=1 


Ем 
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в которой 6,;: (1) =а,, (*) — 873 (t) и, следовательно, 
b,, (t) = — В, (<) ($5 7=1, 2, ..., М). 


Предположим, что для системы (23.56) выполняются все условия, 
приведенные на стр. 283 настоящего параграфа. Для построения прибли- 
женных асимнитотических решений системы (23.56), зависящих от двух 
произвольных постоянных и соответствующих одночастотному режиму, 
мы можем либо воспользоваться общей методикой, разработанной 
в $ 20, с соответствующими уточнениями, как это было сделано в нача- 
ле $ 23, либо непосредетвенно результатами $ 23. 

Для применения результатов $ 20 необходимо систему М уравнений 
второго порядка (23.56) свести к системе 2№ уравнений первого порядка. 
Для этого, как и обычно, вводим новые переменные по формулам: 


Чи. (s=1, 2, ..., №) (23.57) 
095 
или в развернутом виде 
N : N : 
Чи, = У а, (G+ D ors (94а, — @=62,..., М). (23.58) 


rai r=1 


Воспользовавшись обозначением (23.57), имеем: 


Н= Уд, 4у.,—%. (23.59) 


После этого систему (23.3), согласно известным принципам меха- 
ники, можно заменить системой 2/V уравнений: 


dq, ОН ин НО 23.60 
dt — O9Nes * dt 095 + Qs, ( | 
где Hf и 0. (s=1, 2, ..., М) являются так называемыми союзными 
выражениями для "функций Н (23.55) и 0, (s=4, 2, ..., №) (23.2), 
получающимися после замены в последних скоростях 4, (s=1, 2, ..., М) 


их значениями, выраженными из системы (23.58) через значения 
Gp (P12, a any AV) | | 


Подставляя 4, ($=1, 2, N) в выражение (23.59), получим: 


> 
м 


м N 
H ra > > Oey (=) 9.4» ap Be Ysr (=) Vener >) Bee (t) Чу+ «Чуть (23.61) 


$, г= 8, r=1 8, r=1 


причем «,, (<) =а,, (<), В,, (<) =В,, (*) и 1, (<) (8, г=1, 2, ..., №) имеют 
достаточное число производных на интервале O<t< 

После этого система уравнений (23.60) может быть записана в явном 
виде следующим образом: 


N N , ) 
> а, (<) 95+ >) № (<) Gyr es | = 5, | 
r=1 r=1 

S[rCa—e]+ Beano | 888 
a r=1 


(G28 9, а: М) 
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Система (23.62) имеет такой же вид, как и расемотренная в $120 
система уравнений (20.1), и следовательно, мы можем построить асимпто- 
тические решения, воспользовавшись результатами $ 20 (разумеется, 
с учетом того, что в данном случае коэффициенты уравнений, а также 
правые части зависят еще от «медленного» времени “). 

Однако можно и не приводить систему уравнений (23.56) к систе- 
ме 2V уравнений первого порядка, а построить непосредственно для нее 
асимитотические решения, несколько обобщив результаты, полученные 


в $ 20 и в настоящем параграфе. 
Мы должны будем в этом случае вместо вспомогательной системы 


(23.4) рассматривать следующую: 
м 


N N 
У а,, (4) Ger + Dd) bes (94, + dy Cor (4) Gp = 0 (23.63) 
8=1 s=1 


3==1 
(r= 1,2, ...,.). 


Решение системы (23.56), соответствующее одночастотному режиму, 
ищем в виде рядов 


g, =u (с, а, фа (с, а, 6, Зе (в, a, 8, +... = (23.64) 
(s=1, 2, ..., №), 
где 2 
HP (=, a, Y= (a) act GI (a) ae (G=2o() +0) 
CE ee а М 


gs” (t) — фундаментальные функции, являющиеся нетривиальными реше- 
ниями системы однородных алгебраических уравнений: 


N 
D(H 4 08) +i, +, 9) =0 (23.65) 


(s= 1, 2, ...у №), 
os? (=) — сопряженные с $5’(=) (5=1, 2, ..., NV), а о, (5) определяется 
из уравнения 
ра, (2) 0? + ib,, (дос, (2) [| =0. (23.66) 


Для составления же уравнений, определяющих величины a и $ 
и имеющих такой же вид, как и уравнения (23.10), поступаем как и 
обычно, т. е. находим вначале «регуляризированное» выражение для 
us (с, а, 0, $) (s=1, 2, ..., №), а из условий конечности, которые 
в нашем случае будут иметь такой же вид, как и условия (23.25), 
находим А, (5, а, 9) и В, (с, а, $) ит. д. 


ГЛАВА У 
МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ 


$ 24. Уравнения первого и высших приближений в методе усреднения 


В начале настоящей книги мы вкратце останавливались на приведе- 
нии нелинейного дифференциального уравнения, содержащего малый 
параметр, к стандартной форме и построении приближенного решения 
согласно принципу усреднения. 

Остановимся тенерь на этом вопросе более подробно. 

Как известно, вид нелинейных дифференциальных уравнений, содер- 
жащих малый параметр, а также самый характер вхождения в них 
малого параметра может быть чрезвычайно разнообразным. 

Однако во многих случаях с помощью простых замен переменных 
дифференциальные уравнения колебаний могут быть приведены к одной 
общей форме, в которой правые части пропорциональны малому парамет- 
ру. Такую форму дифференциальных уравнений мы условились называть 
стандартной. 

Приведение дифференциальных уравнений к стандартной форме 
с последующим применением принципа усреднения является эффективным 
методом в особенности при исследовании нелинейных колебательных 
систем со многими степенями свободы. 

Так, например, в случае, если нелинейная колебательная система 
с М стененями свободы характеризуется следующими выражениями кине- 
тической и потенциальной энергии: 


м N 
1 "I en 1 \“ 
Т = > >) Hj, Vos я 6,49, (24.1) 
К, j=1 В, j=1 
где 94, 42, ..., дм — обобщенные координаты, а, ,, 6,; — постоянные и, кроме 


того, квадратичные формы Т и Г определенно-положительны, то, как 
известно, посредством линейного преобразования 


N 
4; = > Prep (24.2) 
k=1 
можно ввести нормальные координаты 41, Yq, ..., LN, для которых 
1 : t as 
T=5 У, Vaz > Rh, (24.3) 
k=1 k=1 


и уравнения Лангранжа для невозмущенного движения принимают 
следующий вид: 


ath s whe, =0 (Ё=1,2,..., М). (24.4) 


dt? 
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Jlonyctum теперь, что на нашу систему действует малое возмущение вида 
0, = {0% (Gps 4) a > [Qi Gi 4) cos Q,t+4 Qi) (Qn, A) Sin Qat], (24.5) 


где ©, — частоты возмущающих сил, =з—малый параметр. 
Тогда, переходя в (24. 5) также к нормальным координатам, получим 
следующую систему нелинейных дифференциальных уравнений: 


Tht wht, = 2X, (а, %) (k= 4,2, ..-, М), (24.6) 
где eX, определяются из условия эквивалентности работ согласно формуле 
м 
x =e Оз; (k=1,2,..., N). (24.7) 
Уравнения (24.6) путем замены переменных 
Ly = 2,e1r! + 26, (24.8) 
Lp = мае! — iw, Z_,e tr’, (24.9) 
B которых Z, И 2. — комплексно сопряженные неизвестные функции 


времени, могут быть приведены к стандартной форме. 
Действительно, дифференцируя (24.8) и сравнивая с (24. 9), имеем: 


пней + 2_peint = 0. (24.10) 
Дифференцируя (24.9) и подставляя в (24.6), получим: 
iw, 2,68 nt — 0,2 де = eX, (24.11) 
Полагая для упрощения записи 
—w_,=0,, Х.=Х,, (24.12) 
можем (24.6) представить в виде 
dig ier 
= eZ, (+ ; 24.13 
eee ere +N, nae 


К уравнениям типа (24.13) могут быть приведены также уравнения, 
описывающие колебания систем, находящихся под воздействием сил 
высокой частоты, и другие. 

Итак, остановимся на изложении формального метода построения 
приближенных решений для уравнений в стандартной форме: 


dx 


“7 = eX, (Е 21, Va, .. 3, (&=1,2, tens n), (24.14) 
где е— малый tlapamerp, а X, могут быть представлены с помощью сумм: 
Х, (t, Ly, Lay .... La) = eM X yy (21, Ly s+, Ly) (24.15) 

У 


(Е=1,2, ...) п), 


в которых у— постоянные частоты. 

Необходимо отметить, что уравнения (24.14) рассматриваются 
исключительно в вещественной области, и комилексная форма предста- 
вления синусоидальных колебаний, примененная в (24.15), введена 
лишь для простоты обозначений. 
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Иногда при рассмотрении высших приближений целесообразно 
учитывать в дифференциальных уравнениях также члены высшего 
порядка по отношению к =. При этом получаем, например: 


ИТ Ky (Ey tay 66, Bq) HOV, (6, Bry 0-25 Ba) bo (24.16) 
(A=1, 2, ..., n), 

где У, — функции того же вида, что и X,. Этот тии уравнений также 

будем называть стандартным. При применении теории возмущений здесь 

не вносится никаких существенных изменений. 

Прежде чем приступить к изложению этой теории, введем ряд 
сокращенных обозначений. Так, совокупность п величин 21, Lg, ..., Ly 
условимся обозначать одной буквой х. Тогда уравнения (24.14) запишутся 
в виде е 
ах 


dt. eX (t, т), (24.17) 
где 
X (t, *)=УемХх, (x). (24.18) 
У 
Формулы дифференцирования сложных функций 
п 
Fp (t, 21,..., 2n) _ дЕь ЭР» ха 
Prag Е el Е (24.19) 
а= 
в наших обозначениях будут: 
АЕ OF pee 4х __ oF x : 
ger a ae aes at dx в Е, (24.20) 
где, таким образом, a трактуется как матрица 
эль | 
Oxq ||’ 
ах dz д 
приложенная к вектору 7, и ( 7 -5- )—Kak операторное скалярное 
произведение 
474 9 : 
> ai Ba,” (24.24) 


Очевидно, что в НС матрично-векторной системы 
обозначений не требует особых пояснений и представляет значительное 
преимущество в отношении сокращения записи. 

Пусть, далее, F(t, x) является суммой вида 


Е (t, x) = Die Fy (2). (24,22) 
У 
Тогда. вводя обозначения 
м {Е (t, = 


> | 

F (t, 2) = У | 
У-=0 | 
) 


(24.23) 


= ХР) 


У=0 
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и т. д., получим тождественно: 


2! Se 


=F, For_—Myry. (24.24) 
t 


Оператор ~ будем называть интегрирующим оператором, М — оператором 
t 


усреднения при постоянных 2 или оператором усреднения по явно 
содержащемуся времени. 

Рассмотрим теперь систему дифференциальных уравнений (24.17), 
где =— малый параметр и где выражения Х как функции времени { 
представляются суммами (24.18). 

Заметим, что форма приближенного решения может быть найдена, 
или лучше сказать угадана, с помощью совершенно интуитивных 


e x 
соображений, а именно: так как первые производные -п пропорциональ- 


ны малому параметру, естественно считать х медленно изменяющимися 
величинами. Представим x как суперпозицию плавно изменяющегося 
члена & и суммы малых вибрационных членов и ввиду малости этих 
последних в нервом приближении положим w=. Тогда 


de _ 2X (t, 2) =eX(t, Nae УХ, (ем, (24.25) 
У 


т. е. 


№ (Е) -- малые синусоидальные колебательные члены. (24.26) 


Считая, что эти синусоидальные колебательные члены вызывают 
лишь малые вибрации х около & и не оказывают влияния на система- 
тическое изменение х, приходим к уравнениям первого приближения 
в виде 

dé 
= eX, (&) = au {Хх (6 &)}. (24.27) 


Для получения второго приближения необходимо принять во внима- 
ние в выражении х также и вибрационные члены; учитывая в (24.26) 
член =е""Х., (&), как вызывающий в х колебание вида 


ЗУ 
“a Xv (8) 
приходим к следующему приближенному выражению: 
eivt ~ 
ЕЕ УХ, =E4+ eX (Ь 8. (24.28) 
У==0 


Подставляя (24.28) в уравнение (24.17), имеем: 


ae eX (t, +eX), (24.29) 
т. е. 


a = eM {X (t, + eX)} + малые синусоидальные колебательные члены, 
t 


откуда, пренебрегая влиянием синусоидальных колебательных членов 
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на систематическое изменение €, получаем уравнения второго приближения 
~ sO 
==еМ {Х +eX)}=eMi X = = . 
eM (X(t, §+eX)}=eM{X(,)+2(XH)X EH} (24.30) 


ит. д. 
Приведенные рассуждения, очевидно, не могут претендовать на 
какую-либо убедительность; против них может быть выдвинуто хотя 
‚бы то возражение, что при составлении приближенных уравнений (24.27) 
в уравнениях (24.17) отброшены члены того же порядка малости, что 
м оставленный член еХ.. 
Нетрудно, однако, придать им более обоснованную форму. 
Совершим для этого в уравнениях (24.17) замену переменных 


c=E+eX(t, &), (24.34) 


где & рассматриваются как новые неизвестные. 
Дифференцируя (24.31), имеем: 


dx dé, aX (t,t)dt , aX (t, 8) 
aoa Е ae (24-32) 


Но ввиду свойства (24.24) интегрирующего оператора 
aX (t, Е 
=X, )- Xi). 


Подставляя (24.31) и (24.32) в уравнение (24.17), получаем: 


и а eX (1, §)—eX, ( =eX {t, E+ eX (t, #}} 


или 


{142% аи, +) — XG 8) (24.33) 


где 1 рассматривается как единичная матрица. 
Умножая (24.33) слева на 


{1+95 =, (24.34) 
замечаем, что новые неизвестные & ети 02 уравнениям вида 
4 ‚ Ox —1 aS 
ее {1 a т < 1+ {X (t, E+ 2X) — X(t, &)}. (24.35) 
С другой стороны, разлагая (24.34) в ряд по степеням =, имеем: 


ox —1 ax ee: =) 


= 


+=? ..., 


где вообще символ =" обозначает величины порядка малости =". Поэтому 
уравнения (24.35) дают: 
dé 


Fn Хо (= ..., (24.36) 
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или более подробно 
ах, (© — Ft 8 y о® +e (ХЕХ Hp +e? ...= 


=x. ох (Хи) хе, +... — (24.37) 


Итак, если Ё удовлетворяет уравнениям (24.36), правая часть 
которых отличается от правой части уравнения 


dg = ‘ 
на величины второго порядка малости, TO выражение 


a= + eX (t, €) (24.39) 


представляет точное решение рассматриваемых уравнений (24.17). 
Поэтому можем принять в качестве первого приближения 


= (24.40) 


взяв за Ё решение уравнений первого приближения (24.38). 

Выражение (24.39), в котором Ё удовлетворяет этим же уравнениям, 
будем называть улучшенным первым приближением. 

Подставляя улучшенное первое приближение в точные уравнения 
(24.17), нетрудно убедиться, что это приближение удовлетворяет им 
с точностью до величин второго порядка малости. 

Как видно, для эффективного построения приближенного решения 
необходимо предварительно решить уравнения первого приближения, 
и тот факт, что эти уравнения (так же, как и точные) являются 
дифференциальными, накладывает определенное ограничение на возмож- 
ность применения изложенного метода. Однако следует подчеркнуть, 
что для весьма большого числа практически интересных случаев урав- 
нения первого приближения оказываются гораздо более простыми 
и поддающимися исследованию. При этом во многих случаях, в которых 
общее решение не удается получить, можно найти, по крайней мере, 
важные частные решения, например, соответствующие установившимся 
колебательным процессам. 

Так, например, при п=1 уравнения первого приближения инте- 
грируются в квадратурах; при n=2 для их исследования может быть 
использована известная теория Пуанкаре. 

При любом п, если X,(§) обращается в нуль в некоторой точке 
E=€,, можем рассматривать «квазистатическое» решение 


х=& 


уравнений первого приближения. Для исследования устойчивости этого 
решения можно поступать обычным образом, составив уравнения для 
малых отклонений (уравнения в вариациях): 


at _ 2% 0 (bn) ap 


= (24.41) 


Если все вещественные части корней характеристического уравнения 


Det | 1-p—e 24% 6—0 (24.42) 
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отрицательны, то рассматриваемое квазистатическое решение оказывается 
устойчивым. Всякое решение уравнений первого приближения, исходящее 
из начальных значений, достаточно близких к &, будет при t—>co 
экспоненциально приближаться к квазистатическому решению. Если 
хотя бы для одного из корней характеристического уравнения веществен- 
ная часть положительна, имеем случай неустойчивости. Может пред- 
ставиться также критический случай, когда все вещественные части 
равны нулю. Этот случай иногда можно свести к двум предыдущим 
с помощью рассмотрения высших приближений. 

Как показывает улучшенное первое приближение для рассматривае- 
мого квазистатического. решения, x представляется в виде суммы 
постоянного члена и малых синусоидальных колебаний с «внешними» 
частотами у. Высшие приближения выявили бы также наличие членов 
Cc комбинационными частотами, составленными из частот у. 

Эти заключения, сделанные при рассмотрении приближенных реше- 
ний, могут быть подтверждены и для точных решений уравнений (24.17) 
на основе строгой математической теории. Так, в работе [7] показано, 
что в случае, когда вещественные части корней характеристического 
уравнения (24.42) не равны нулю, можно установить при весьма общих 
условиях, что точные уравнения (24.17) имеют почти периодическое 
решение х=х([) (с частотами из базиса у), лежащее в окрестности точки 
д=Ё Эта окрестность может быть взята сколь угодно малой при доста- 
точно малом е. Указанное почти периодическое решение устойчиво или 
неустойчиво в зависимости от знаков вещественных частей корней алге- 
браического уравнения (24.42). 

Возвращаясь к уравнениям (24.38), заметим, что по самому опреде- 
лению оператора усреднения 


X= MX, 8} 


и, следовательно, уравнения первого приближения могут быть предста- 
влены в форме 


и = eM (X(t, 5). (24.43) 


Таким образом, уравнения первого приближения (24.43) получаются 
из точных уравнений (24.17) путем усреднения последних по явно содер- 
жащемуся времени 2. При выполнении усреднения Ё трактуются Kak 
постоянные. 

Этот формальный процесс, состоящий в замене точных уравнений 
усредненными, называется иногда принципом усреднения. 

Как убедимся далее, для обоснования принципа усреднения He Tpe- 
буется, чтобы Х(Ь@) могла быть представлена‘ суммой (24.18); суще- 
ственным здесь является лишь существование. среднего значепия 


T 
Хо (8) =lim > \ X(t, &dt. (24.44) 
00 $ 


Следует заметить, что в той или иной форме принцин усреднения 
уже давно применялся для получения приближенных решений. Так, 
еще в методе «секулярных возмущений», разработанном основоположни- 
ками небесной механики, применялся по существу тот же принцип 
усреднения. Однако проблемой обоснования этого принципа стали зани- 
маться лишь в сравнительно недавнее время. 
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Перейдем теперь к построепию второго приближения. 
Заметим, что при построении первого приближения путем замены 
переменных (24.31) уравнения (24.17) были преобразованы к виду 


чех, (+e... 


.Для получения второго приближения найдем аналогичную замену 
переменных, преобразующую переменную хк &, удовлетворяющей урав- 
нению вида 


а ах, Р-н»... (24.45) 


Чтобы прийти к этой замене переменных наиболее естественным, 
по нашему мнению, путем, найдем выражение 


x= (i, &, ¢), (24.46) 
которое для & удовлетворяющей уравнению типа 
a — eX, (Е) +2*P (8), (24.47) 


удовлетворяло бы (24.17) с точностью до величин порядка малости 3. 


Tak как при & определяемой из уравнения первого приближения 
dé 
= Хо (Е), 


выражение 


хе >) ХЕХ (, 9) 


ty 
v+#0 
удовлетворяет уравнению{(24.17) с точностью до величин порядка мало- 
СТИ =?, то решение (24.46) будем искать в форме 


v=t+eX (t, £)+e2F (t, 6), (24.48) 
где F представляется суммами вида 
Е (t, &) = ем Е, (6). (24.49) 


pe 


Но для (24.48) 
eX (t, 2) =еХ (t, E+2X)+e2... =еХ (t, 9+ (Ха) Xe £) 463... (24.50) 


С другой стороны, при & определяемой уравнением (24.47), диф- 
‘ференцированием выражения (24.48) находим: 


de dé , _ aX (t, &) dé OF (t,€)d& | обе. 
dt ae + a Ши + 
+e) РО, + 
Че © а ae о | =3..., 
откуда 
42 eX (, Эр О хе аа..., (24.54) 
так как 


of) x, 9-0. 
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Таким образом, выражение (24.50) будет равно (24.51 )с точностью 
до величин порядка малости 3°, если подобрать находящиеся в нашем 
распоряжении P(t) и Е(1,Ё) так, чтобы было выполнено следующее 
соотношение: 


ОР =(Ха) хе peed ®) x, (t) — P(E). (24.52) 
Ho ввиду того, что 
ХУ AKO хе д= DMA, = (24.59) 
У=Е0 У 


мы можем написать: 


x2)xu9-AL x= У ae x 
v’, У" (v0) 
д t ax, = 
х( Ху ) хи (Е) в - Х,(&), — (24.54) 
У 


где в сумме 
Pa 
(v’#0) 
суммирование распространено по всем парам (у’, У’) частот у, фигури- 
рующих в суммах (24.53). 
Выражение (24.54) можем представить, следовательно, суммой вида 
яд aX (6 Е 
(Хх ох = У 9,0, 
wav Wty") 


и соотношение (24.52) будет выполнено, если принять 


Р0-®®=м {(¥Z)xX¢,9-AL2x, Of =u {(X%) XG} 


И 


ЕЙ 


FEDS У, ®=( Хх =) ха, gy — 9X (8) x (2). (24.55) 
pO 
Итак, резюмируя, можем утверждать, что при ££, определяемой 
уравнением 
dé : Уд 
Fp = MAX (t, ем { (Ха) хе, at, (24.56) 


выражение 


(ие +) ха, As а ох) (2457) 


удовлетворяет уравнению (24.17) с точностью до величин порядка =3. 

Покажем теперь, что если рассматривать полученное выражение 
(24.57) как формулу замены переменных, преобразующую неизвестную х, 
определяемую точным уравнением (24.17), к новой неизвестной &, то она 
будет удовлетворять уравнению вида 


Жем (Х (тем {(хя) хе, Ey} +=... (24.58) 
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Для этой цели продифференцируем (24.57) и воспользуемся для ©0- 
кращения. обозначением (24.55). 
Тогда получим: 


dx а on is) Иа. 


ax i &) 
Е д ot 


Е ве. _ 


в a тан, Е Ja. aoe 


где 1 обозначает единичную матрицу. 
Но по самому определению интегрирующего оператора имеем: 


+e 


‚ (24.59) 


aF 8), 99 _ exe, eM (XN (Ха хе, Y— 
ete xem {(TE)x Uo}. 


и рые из (24. 59) вытекает: _ 
м (1-Е ах Ю+ 
aX (t, & 
+2 (Хи) хх 9 — 


—%®-ем {(х2)хе, 5}. 


Заметим теперь, что в силу (24.17) это выражение должно быть 
равным следующему: 


eX (t, 2) =eX (t, Ё+Х + 27) = eX (6, 9+2 (Ха) ха, аз. 
Таким образом, видим, что переменная Ё удовлетворяет уравнению 
d ax ars 
(А+) [eX + 
aX (t,& ae 
хим {( XH )X 5} +=... ]. (24.60) 


Но очевидно, что 


ax к д 
(ite г ao x ae as a +e ь 


‚ и поэтому уравнение (24.60) может быть представлено в nae 
4 вх, (ем {(X%) хе, yb +=... 
dt | t 0% , 


совпадающей с (24.58). 

Итак, если Ё удовлетворяет уравнению (24.58), правая часть кото- 
рого отличается от правой части уравнения (24.56) на величины порядка 
малости =3, то выражение (24.57) представляет точное решение уравне- 
ния (24.17). 


Итак, в качестве второго приближения примем: 


х=Е-еХ (t, €), (24.61) 


где Ё определяется уравнением (24.56). Иначе говоря, за второе прибли- 
жение принимаем форму улучшенного первого приближения, в которой Ё 
удовлетворяет уравнению уже не первого, а второго приближения. 
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Выражение (24.57), в котором Ё определено из уравнений (24.56), 
назовем улучшенным вторым приближением. 

Как мы видели, улучшенное второе приближение удовлетворяет 
точному уравнению (24.17) с погрешностью порядка малости 23. 

Все сказанное непосредственно обобщается и на уравнения типа 


#2 — 6X (t, 2) +17 (1, 2), (24.62) 


в которые входят члены второго порядка малости. 
В этом случае уравнения второго приближения примут вид 


им хе, очами y+em (55) хе}, (489 


а выражение второго приближения будет: 
a=t+eX (В, (24.64) 


и наконец, для улучшенного второго приближения находим: 
SS Е 
д Ра, 9-е (Ху) ха) Хь. (24.65) 


Заметим теперь, что 


М {2X (t, Е «Х)) - У (t, E+ eX)} = М (eX (2, &-+eX)4+ г? (t, } +=... = 
: 
=M (eX (t 9+2 (= )х(, Э- У 1 2..., = (24.66) 


и поэтому, так как в уравнениях второго приближения члены порядка 
малости г3 не учитываются, (24.63) можно записывать безразлично 
в форме 


B= М {eX (t, Е) (9 (24.67) 
t 


или 
& ~ у 5 
= Мех (1, E+eX) У (р £4 eX)}. (24.68) 

Таким образом, видим, что уравнения второго приближения могут 
быть получены непосредственно из точных уравнений (24.62), если в их 
правые части подставить вместо х форму улучшенного первого прибли- 
жения (или, что TO же самое, форму второго приближения) и усреднить 
по явно содержащемуся времени #, считая в процессе усреднения пере- 
менные & как бы постоянными, причем величины третьего порядка 
малости могут отбрасываться. 

Этот принцин усреднения может быть также сформулирован следую- 
щим образом: уравнения второго приближения получаются усреднением 
точных уравнений (24.62), в обе части которых подставлено улучшен- 
ное первое приближение, по явно содержащемуся времени. В самом деле, 
уравнения второго приближения вытекают из соотношения 


м {=} = M (X(t, 2) + У (t, 2)} (24.69) 


(где в обеих частях вместо х стоит Е--аХ (4, &)), причем в процес- 


dg 
ce усреднения —, Е трактуются как постоянные и величины порядка 
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малости =3 могут не приниматься во внимание. Для этого стоит лишь за- 
метить, что при указанном истолковании операции М имеем, очевидно: 
t 


dé aX dt ax 
M {at =м [пт me at ae} = item {Fe ry) a НЕМ {Fe т} 4 т, 
и (24.69) переходит в (24.68). 
В заключение сделаем некоторые замечания относительно образования 


высших приближений. 
Пусть общее уравнение в стандартной форме будет: 


OF eX (в, 2) +X, (в, 2)... ен (6 2), (24.70) 
где Х, (1, 2) — некоторые тригонометрические суммы того же типа, что 
и X(t, x). 

Тогда, чтобы образовать т-е приближение, рассмотрим выражение 
ха... Е. 8), (24.74) 
в котором К, (Е, ЕЁ) являются суммами вида 
| | У el! Fn (6) 
45-0 
и переменная Ё будет решением уравнения 
dé аи 
2 = oP; (#) + =2Р, (#) +... +2"P,, (8). (24.72) 
Подставляя (24.71) в (24.70) и приравнивая коэффициенты при оди- 
наковых стененях ® до т-го порядка включительно, подберем F’,,...,F,, 
u P,,...,P,, так, чтобы (24.71) удовлетворяло уравнению (24.70) с точ- 


ностью до величин порядка малости ="*1 
При этом получим: 
р, ® = MIX (t, 9) 


р.(9=М (Ха )х(, )+ MG Ob; 5 Ра, 0=Х (9) 


t 


————————— я 
> д ax г ag 
в, = (Ха), O- MX 9-Х, GO ... 
Если теперь, определив F,,....,F,, 4 Py,..., Pm, мы будем рассматри- 


вать выражение (24.71) как некоторую формулу замены неременных, преоб- 
разующую неизвестную х к новой неизвестной & то она определится 


уравнением вида 
а + 
& = oP, (8) +e°P, (i) +... +e"P,, (Е) +5"... (24.73) 
Таким образом, если переменная & удовлетворяет уравнению (24.73), 
отличающемуся от уравнения (24.72) на величины порядка малости =" *1, 
то формула (24.71) представляет точное решение для (24.70). 
Поэтому в качестве т-го приближения может быть принято выра- 
жение 
t= §+eF, (Ь §) + et per Pca (ty 8) 
в котором Ё определяется уравнением m-ro приближения (24.72). Для 
такого Ё формула (24.71) дает улучшенное т-е приближение, удовле- 
творяющее точному уравнению (24.70) с погрешностью порядка ="*", 
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Заметим, что если нам известна форма улучшенного (т -- 1)-го прибли- 

жения, то уравнения m-ro приближения могут быть непосредственно 

получены из точных уравнений (24.70) при подстановке в них этой 

формы и при усреднении с номощью оператора М. В основном в при- 
t 


ложениях вышеизложенной теории возмущений используется главным 
образом первое и иногда также второе приближение. Высшие прибли- 
жения применяются редко ввиду быстрого возрастания сложности их 
фактического построения. 

В качестве примера, иллюстрирующего изложенную теорию, рас- 
смотрим колебания физического маятника, представляющего собой твер- 
дое тело, которое может свободно. вращаться в определенной вертикаль- 
ной плоскости вокруг своей точки подвеса. Пусть точка подвеса совер- 
шает в вертикальном направлении синусоидальные колебания с малой 
амплитудой а и высокой частотой w таким образом, что *) 


o>ot; 2 < 1. (24.74) 


Как оказывается, неустойчивое верхнее положение равновесия маят- 
ника может сделаться устойчивым. 

Чтобы рассмотреть это интересное явление, составим уравнение 
колебаний маятника с вибрирующей точкой подвеса. Считая затухание 
пропорциональным скорости, имеем **): 


— 402 sin wt 


orth Se 4 Sao sin oF 5in 8 =0,: (24.75) 


где 9.— угол отклонения, отсчитываемый OT нижнего положения равно- 
весия; у=азш о — вертикальное перемещение точки подвеса; \— коэф- 
фициент затухания. В отношении величины затухания допустим, что 
при фиксированной точке подвеса движение маятника при малых откло- 
нениях от нижнего положения равновесия имест колебательтый харак- 
тер. Тогда, как известно, 


2 2 
ae < о’. (24.16) 


| Чтобы выявить в рассматриваемом уравнении (24.75) малый пара- 
метр, целесообразно ввести «безразмерное» время. Именно, вместо вре- 
мени {, измеряемого в секундах, введем время <, для которого едини- 
цей измерения будет отнесенный к 2x период колебаний точки подвеса, 


*) Здесь 1[-—- приведенвая длина маятника, aay = собственная частота 


малых колебаний. 


**) В самом деле, уравнение колебаний маятника с покоящейся точкой под- 
веса, как известно, будет: 


420 940 g 
sth sin 8—0 а 
ат ГА at (9) 
но с точки зрения принципа относительности движение маятника с вертикально 
вибрирующей точкой подвеса эквивалентно движепию маятника с покоящейся 
точкой подвеса, находящемуся в поле «силы тяжести» с ускорением &--у”. Заме- 
няяв (я) х на + у”, в результате приходим к уравнению (24.75). 
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и потому из (24.75) следует: 


= + 2 ae {ig Sin ‹} $110 =0. (24.77) 
Положим для сокращения 
%.а. A 
k= it a= а. ke (24.78) 


Тогда 


fo yar Gy teatedepant. 


и уравнение тот может быть записано в виде 
=. а о +в (4) -Fsin <} эт 0 =0. 


Принимая в качестве малого параметра & отношение амплитуды коле- 
баний точки aaa к приведенной длине маятника, имеем окончательно: 


она + (ie? —e sin <} 11 0 =0, (24.79) 


где согласно а. (24.15) и (24,78) постоянные а и & будут меньше 
единицы: 
<, Е<1. 


Так как полученное уравнение, содержащее малый параметр е, 
не является уравнением в стандартной форме, то для непосредетвен- 
ного приложения ранее разработанной теории следует предварительно 
преобразовать его к этой форме. 

Как оказывается, посредством простой замены переменных рассма- 
триваемое дифференциальное уравнение второго порядка может быть 
преобразовано к двум уравнениям первого порядка в стандартной форме. 
Для этого введем вместо одной неизвестной функции времени @ две 

- новые неизвестные ф и ® с помощью формул 


§=o-—esintsing, (24.80) 


a = 60 — ecosrsing. (24,81) 


Дифференцируя (24.80) и сравнивая с (24.81), имеем: 


c= о — 31160858 —ecostsing=e2 —ecostsing, 
откуда 
(1—esin < cos) Ч =е9. (24.82) 
Дифференцируя (24.81) и подставляя в уравнение (24.79), получаем: 
не" 20051 созо a? + esins sing =(esins— Ms") sin 0 — 25260, 
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и поэтому 

Q de . 8 : | 2 
Е] = COST COS FT + eSiN < {sin (p —esin t sin 9) — sin 9} — 

— he? sin (p —esin «sin 9) — 24з (=® —ecostsing), 
откуда, сокращая нае и принимая во внимание (24.82), получаем: | 
dQ | . : | 3 
<= = (sin (> — esin сш) — sin 9} sint — 


Jee ea eg oO 
. —Pesin(o e sin t SiN?) +-7 щтоово 


— 2а: (® — с03 < 311 9). (24.83) 


Таким образом, видим, что благодаря (24.82) и (24.83) неременные $, 
@ удовлетворяют дифференциальным уравнениям в стандартной форме: 


ое 
a = e{—sin?<singcose— i sing+ (24.84) 


+ 9 cos < cos p— 242 + 2a созозш $} -- =?... 


Применяя к ним принцип усреднения и учитывая тождественные 
соотношения 


М {cost} =0, М {3112 ‹} = 
T и 


52] нь 


получаем уравнения первого приближения в виде 


ао 
м (24.85) 
= — [531008 p+ Hsing + 208}. 


Эти два уравнения первого порядка (24.85), очевидно, эквивалентны 
одному уравнению второго порядка: 


ад 4 ot (+ 50089 ) sing =0. (24.86) 


Полученное уравнение первого приближения гораздо проще точного 
уравнения (24.79) хотя бы тем, что не содержит явно времени. Оно 
представляет собой уравнение колебаний системы, подобной маятнику 
с неподвижной точкой подвеса, у которой «восстанавливающая сила» 


пропорциональна не sing, а ( A?+—cosg )sing. Любопытно отметить, 
: 5 Ф ? 


между прочим, что такого рода системами являются, например, некоторые 
гироскопы *). 

`При отсутствии затухания (a=0) уравнение (24.86) полностью 
решается в эллиптических функлиях. Однако для рассмотрения инте- 
ресующего нас вопроса не требуется иметь выражения общего решения. 
Непосредственно из (24.86) видим, что это уравнение допускает квази- 
статическое решение O= т, соответствующее верхнему положению равно- 
весия маятника. ° 


*) Б. В. Булгаков, Прикладная теория гироскопов, М., ГОНТИ, 193%, 
стр. 93, формула (10). 
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Для исследования устойчивости рассмотрим малые отклонения 
9ф=ф— т от этого положения. Тогда уравнение в вариациях для 8$ 
примет вид 


as db 1 с 
et Dan TF 4 08 (5 — i? )ay=0. (24.87) 


Так как здесь га > 0, то условие устойчивости будет: 
1 
> — i > 0, 
т. е., принимая во внимание определение #: 
— 1 . 
> dnb : 
o> V 20, rae (24.88) 


Итак, если частота вибраций точки подвеса достаточно велика, 
чтобы удовлетворить неравенство (24.88), то верхнее положение маятника 
становится устойчивым. 

Пусть, например, /=40 см, а=2 см. В этом случае условие (24.88) 


дает: 


o> V2 oot 20 = 140 ne ; 


“40° сев 
Верхнее положение маятника будет, следовательно, устойчивым, если 
С © 
число циклов колебаний точки подвеса больше, чем ar Te @ больше 


22,3 колебания в секунду. 

Если рассмотрим аналогично квазистатическое решение ф=0, соот- 
ветствующее нижнему положению равновесия, то убедимся, что оно 
остается устойчивым при любых Ё и частота колебаний при малых 


1 
отклопениях без учета затухания будет равна з 3th для времени + 


: Ie nego V3 aw \? 2 
ev fia Be 5 (4) +03 
для времени 7. 


Таким образом, для рассмотренного выше конкретного примера при 


& 1 
числе колебаний точки подвеса, равном 60 в секунду o = 377 —— ; 


и соответственно 


A 
частота малых колебаний маятника будет ®, = 14,2 „=, Тогда как 


и . 1 
в случае покоящейся точки подвеса эта частота равпа Wy = 4,94. 


о 2 
Эффективная восстанавливающая сила увеличивается здесь в [= = 


5 
=8,2 раза. Эта сила при малых отклонениях будет, следовательно, 
такой же, как у соответствующего обычного маятника, в 8,2 раза более 
тяжелого. 

Заметим, наконец, что уравнение первого приближения (24.86) дает 
нам возможность рассматривать вопрос OO устойчивости не только 
при малых отклонениях, но также и при больших. 

Перейдем к исследованию колебаний маятника во втором прибли- 
жении. Нетрудно убедиться, что уравнения второго приближения совпа- 
дают с уравнениями первого приближения. 
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Поэтому при построении второго приближения будем исследовать 
другой возможный тип движения маятника. Оказывается, что маятник 
может синхронно вращаться с угловой скоростью w, затрачивая работу 
на преодоление сопротивлений, если только последние не превзойдут 
известной величины. Здесь возможны колебания оси маятника около 
оси, вращающейся равномерно с угловой скоростью, точно равной в. 

Чтобы несколько упростить выкладки, исключим действие силы 
тяжести, допустив для этого, что движение маятника совершается 
в горизонтальной плоскости. 

Тогда, положив в я (24.79) k=0, получим: 


a а i _esinzsin§ =0, (24.89) 


Угол 6 измеряет отклонение оси маятника OT некоторой неподвиж- 
ной оси, и так как предполагается исследовать колебания маятника 
около оси, вращающейся с постоянной угловой скоростью w, то целе- 
сообразно ввести вместо угла 8 угол Ф: 


ф=0 — в, 
или для безразмерного времени +, использованного в уравнении (24.89), 
ф=0— <. 
Очевидно, что для угла ф уравнение колебаний будет: 
2 St esins sin ($+ 2) + 22a =0. (24.90) 
Для приведения этого уравнения (24.90) к стандартной форме положим 


dy — 

v=, a = Ve". (24.91) 

В результате получаем два уравнения первого порядка относительно 
неизвестных фи У: 


а: = 
ви» 
= ИУ=зтузш ($1) —2И=а—2(Уе} ay, (24.92) 
в которых за малый параметр может быть принят У е. 


Так как 
sintsin (p+1)= + cos ф—- cos (> + 25), 


улучшенное первое = (второе приближение) будет: 


ф=ф, v= - 29.2 aia (p+ 2%). (24.93) 


Подставляя (24.93) в правые части уравнений (24.92) и выполняя 
усреднение по +t с ностоянными Ф, 9, приходим к уравнениям второго 
приближения: 


db art } 
ae VeQ, | 
ia V2 | (24.94) 
= 5608 ф — 2 Vea — 2:49, | 
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ИЛИ 


о +- 2=а “ а = 0. 


Если возвратиться к времени ¢t, измеряемому в секундах (: ==) : 


то полученное уравнение второго приближения может быть представлено 
в виде 

2 

oe eae cos ho =0. (24.95) 


Заметим, между прочим, что в риа обозначениях уравнение 
первого приближения было бы 


dp aw? 


Te ap 608 $ -- № = 0. (24.96) 


Оно отличается от уравнений второго приближения отсутствием в нем 
члена лм ‚ вызывающего затухание колебаний. 

Рассматривая уравнение второго приближения, видим, что оно 
попускает квазистатические решения 


ф=фь THe 1 6086 =, (24.97) 


соответствующие вращению маятника (9 = ё -|- ф.} с постоянной угловой 
скоростью ®, если только 


aw? 
ho < Se. (24.98) 
При 
а 2 
№ > Sp (24.99) 
такие квазистатические решения невозможны. 


Для исследования устойчивости квазистатических решений (24.97) 
в случае (24.98) рассмотрим малые отклонения ф от b,: 


ф=ф- dy. 
Для малых отклонений и (24.95) дает: 
о о п 
ее 5 * sin boob =0. (24.100) 


Исследуя соответствуюжцее характеристическое уравнение 
| 2 
р-- р-р sin b=, (24.101) 


убеждаемся, что ввиду положительности коэффициента A при т * sin by > 0 
Е части корней этого уравнения и при 


т sin), <0 это уравнение имеет корень с положительной вещественной 


частью. 

Итак, решение (24. 97) является устойчивым при sin $, > 0 и неустой- 
чивым при sind, < 0. Имеем, следовательно, одно устойчивое квазиста- 
тическое решение 0 <b, «ти одно неустойчивое п < by < 29. 
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Заметим, что если бы мы ограничились рассмотрением уравнения 


первого приближения (24.96), то в (24.100) не было бы члена A = 


и характеристическое уравнение имело бы вид 
2 
9 aw . 
p+ ay sin >) =0. 


Следовательно, при sin $, > 0 ero корни оказываются чисто мнимыми, 
с вещественной частью, равной нулю, и вопрос об устойчивости неясен. 
О возможности таких случаев было упомянуто выше. Как видим, при 
рассмотрении второго приближения вещественные части корней харак - 
теристического уравнения отличны от нуля, и поэтому возможно выяснить 
вопрос устойчивости. 

Скажем в заключение несколько слов по поводу условия существо- 
вания квазистатических решений (24.97). 

`Заметим, что если / обозначает момент инерции маятника, то [hw 
представит, очевидно, момент сил сопротивления для маятника, враща- 
ющегося с угловой скоростью о. 

Умножая на ® момент сил сопротивления, получим мощность М, 
расходуемую на преодоление этих сил; 


N = Го?. 


Условие (24.98) показывает, что для возможности установившегося 
вращения маятника с угловой скоростью w необходимо, чтобы мощность, 
расходуемая на преодоление сил сопротивления, не достигала бы неко- 
торого предельного значения, а именно: 


И < 5-93. (24.102) 


Так, например, если момент инерции маятника /=0,5 кг см сек”, 
приведенная длина /[=40 см и точка подвеса совершает в секунду 


60 колебаний (» = 377 = ) с амплитудой a =2 cm, то 


3 _ (377) 
— 80 
В данном случае, следовательно, согласно условию (24.102) для 
возможности вращения маятника с угловой скоростью w (60 оборотов 
в секунду) необходимо, чтобы мощность, расходуемая на преодоление 
сопротивлений, не превосходила бы 6698 кг м сек". 


кг см сек! = 6698 кг м сек *. 


Тау 
2-t 


$ 25. Случай быстро вращающейся фазы 


В настоящем параграфе перейдем к обобщению метода усреднения 
на случай системы с быстро вращающейся фазой. 

Соответствующее исследование было выполнено Д. Н. Зубаревым 
совместно с одним из авторов настоящей монографии [10]. 

Рассмотрим динамическую систему, состояние которой характери- 


зуется угловой переменной а, г переменными 2, 1.,..., т, и описывается 
следующей системой уравнении: 
dz, 
= Хь (5, x, з <.) (Ё=1 Days , 3 
_ (25.1) 
a = № (7 -, £,)+A(a, 1 2; 
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где ^— большой параметр, 2 соответствует частоте вращения о; 


Xi, (4, Ty vee, х,), Аа, <, ..., %,) — периодические функции угловой 
переменной a с периодом 2х. 

Заметим, что в частном случае, когда ® =const, а A(a, 2 ..., %,)=0, 
система (25.1) может быть непосредственно приведена к стандартной 
форме. 


В самом деле, в данном случае имеем: 
ах 
р. = Х, (№19, ть, ..., 2,) (ф= const), 


откуда, вводя новую независимую переменпую 


получим уравнения типа (24.14), где 
1 


атЕ 
ho ° 
В общем случае системы (25.1) мы также можем воспользоваться 
основной идеей метода усреднения. 
Покажем, что переменную & можно исключить из правых частей 


° ; 4 
уравнений (25.1) с любой степенью точности в разложении по степеням — . 


А 
Для этого найдем замену переменных: 
(n) a -, | 
Bees rif (Gig Discard, aie) 
n=1 
(k=141,2,...,7r), + (25.2) 
a - 1 — Ans 
a=a+ >) Зи О» (а, hyp aa ey 5, | 
n=l J 
с помощью которой систему (25.1) можно привести к виду 
Ее со 3 
4х xX! В 
У р те 2), | 
9 
: | (25.3) 
da = 
ЗЕ № (a1, зе. m+ 5 ae Qn (Bee) | 


n=0 


так, чтобы коэффициенты в уравнении (25.3) уже не зависели OT угло- 
вой переменной а. 

Физический смысл преобразования (25.2) заключается в разложении 
действительного движения, описываемого переменными 2, Ly, ..-, Lp, 4, 


на усредненное движение с координатами 2,..., Z, и «дрожание», 
описываемое углом я и функциями 
т ме aye eats) 


Определение функций, входящих в уравнение (25.2), вообще говоря, 
неоднозначно ввиду произвола, с которым можно относить различные 
члены разложения или к основному, или к высшим членам ряда. Указап- 
ное обстоятельство уже неоднократно отмечалось. 
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В случае, если имеем какое-нибудь конкретное разложение (25.2), 
всегда можно совершить замену переменных вида 


==, (31, ..., Lp) +e. 


в результате чего получим другую возможную форму разложений, 
поскольку д, с тем же правом может быть принято за новую 2p. 

Для получения определенных однозначных выражений коэффициен- 
тов (25.2) nigerian задать какие-либо дополнительные условия. 
Допустим, что 0, и &” не должны содержать нулевых гармоник по а, 


считая тем самым, что в х, и 9 включено все усредненное движение. 

Можно было бы наложить и другие дополнительные условия. Так, 
например, если бы система была канонической, можно было бы нотре- 
бовать, чтобы уравнения усредненного движения (25.3) также были 
каноническими. Поскольку указанная неоднозначность имеет тривиальный 
характер, мы не будем детально останавливаться на возможных случаях. 

Подставляя (25.2) в (25.1) и приравнивая члены при A, №, 47, 
получим систему ar уравнений для определения шести функций: 
8, g,, XP, XP, EP, 


ЕЁ? ] 
XP +3 o=X, (&=12,..., 7), 
a? ake? A ati ОХь р 
хо R ~-Q = = Е 
НЕ м ot D Эха ane а Og ne 
а=1 asd 
au au 90 
Ио -Хе= 
it Aa + er ot У да ре 


es 


т 
‘> =. ED ea р U4 У a aD 


2,4 4==1 


ou д» 
Q,-+-— w= АРА. 
о Oa 3 9х eg i: 


= xz dw ee 


В системе (25.4) чиело неизвестных больше числа уравнений, что 
вполне согласуется со сделанным выше замечанием о неоднозначности. 
Недостающие уравнения получаются из условия отсутствия нулевых 


гармоник у & и U,, т. е. 


3 =0, 0, =0 (25.5) 
(волнистой чертой обозначено усреднение по a). 
Разложим функции A(a, %,.-.,%,), X, (a, т,,..., <.) в ряды Фурье: 
А (а, 2,,..., %)= У A,eima, 
6, е № о | _ (25.6) 
Х, (4, 9, +s, ty) = У Apne: 


—OO<M<00 
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Усредняя уравнения (25.4) по а, найдем: 


а. (25.1) 
ый 1 ina 
wot Wx, (25.8) 
n#0 
2, = Ay, (25.9) 
os r 
A,e™ до Х , ina 
о Dee i gare (25.10) 
n#0 n#0g=1 “9 
Q a У gD pees м Bi Be 5A sc > (25 11) 
1 2 00а : 
pq? 
ne ee 
Хо = ee 64 к >; Gao } (25.12) 
q=1 


С помощью (25.8), (25.10) уравнения (25.11), (25.12) приводятся к виду 


4 92% 4 
aes py д, OX, oa Х Хо, ent = a sii A,X q,-n — 
pan  P 4 
(n#0) О) 
д 
дао 
o ion дла 
n#0 qn 
(n#0) 


954 


+ 3 ee wa X бр owe (25.44) 
(ne) 


Выражения (25.7) — (25.10), (25.13), (25.14) дают искомое решение 
системы (25.4). 

Перейдем от комплексных рядов Фурье (25.6) к действительным 
рядам: 


А= А + у {f, cos na-+ g, sin na}, 
a 7 _ (25.15) 
Х,=Х,,о- У (Fain 008 па - @,, в sin na}. 
n=1 
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Представим формулы для замены переменных (25.2) с помощью уравне- 
ний (25.8), (25.10), (25.15) в виде 


ИВ 4 ei: 1 = base Sie 1 
l= +z У 2; (— С,» 608 па Fy,,8inna}+O(az), 


n=1 

аж — em 

a=a+ > >) —{—g¢,,cosna+ f,sin na } — | (25.16) 
n=1 
1 1 до = i 1 
—= > aot [Fn 008 n+ G,,,8inna} + O( zz )- 
n,@Q q J 
(n#0) 


Система уравнений (25.3) после подстановки найденных коэффи- 
циентов из (25.7) — (25.10), (25.13), (25.14) принимает вид 


dip sey 
a Хоз Soll adn Cre 
n=1 
1 м 1 ГОР Сь, n \ 
и № 2nw 924 Cin 92 Pan 5 
nq 
(n#0) 
1 1 do 4 
nae Tain Gey (Рьбън— бы} + (д), (25.17) 
(n#0) 
da 4 4 Fw 
am № py боя ax, dx, (pert Guat at au fos 
т, р, а рта 
(по) 
1 м 1 do 
7х Boia Gay (nM an Таба, nb + 
7,4 
(n#0) 
1 1 OEn Ofn 
т 2on {Ge Pow - ant 
п, 4 
(n#0) 


У t+ e+O (ge). (25-18) 


Система уравнений (25.17), (25.18) дает решение поставленной в на- 
чале параграфа задачи с точностью до величин первого порядка 


4 я 
малости включительно относительно параметра x" Первая группа урав- 


нений этой системы (25.17) выражает систематическое движение. 


Уравнение (25.18) для a выражает «дрожание». Таким образом, систе- 
а движение отделено от «дрожания» с точностью до членов 
порядка уз. 

Рассмотрим в качестве примера движение заряженной частицы в маг- 
нитном поле. Эта задача представляет интерес для ряда вопросов теоре- 
тической физики. 
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Например, в космической электродинамике возникает задача об 
исследовании траекторий космических частиц в неоднородных полях. 
Эта же задача возникает в теории некоторых электротехнических при- 
боров, применяемых в радиотехнике, аналогичных магнетрону. 

Точное интегрирование уравнений движения заряженной частицы 
в неоднородном электрическом и магнитном ноле затруднительно и в 
большинстве случаев может быть выполнено лишь численными методами. 
Однако и это не всегда оказывастся практически возможным. В чает- 
ности, трудности численного счета становятся почти непреодолимыми 
в том случае, если частица делает за время своего движения большое 
количество оборотов по ларморовской окружности. Но именно в этом 
случае можно воспользоваться только что изложенным методом асимни- 
тотического приближения, который позволяет обойти трудности при 
вычислении. 

Допустим, что магнитное поле мало меняется на длине ларморов- 
ского радиуса: 


лан 
Re Вет (25.19) 


aye оровска. 
и= те `` Парморов Al 


частота, ® — скорость частицы в плоскости, перпендикулярной к Mar- 
нитному полю. 

Тогда заряженная частица движется в основном по спирали вдоль 
магнитной силовой линии, вращаясь вокруг нее на расстоянии лармо- 
ровского радиуса, и «дрейфует» в направления, перпендикулярном к маг- 
нитному полю. Воспользовавшись этим обстоятельством, можно ностро- 
ить упрощенные усредненные уравнения для движения центра тяжести 
ларморовской окружности. 

Выполнению условия (25.19) способствуют большая величина и одно- 
родность магнитного поля и малая величина скорости частицы. Однако 
условие (25.19) может быть выполнено и при большой скорости частицы, 
если поле достаточно велико и однородно, а также при малом магнит- 
ном поле, если скорость частицы достаточно мала и поле достаточно 
однородно. 

В данном примере займемся исследованием движения заряженной 
частицы в неоднородном электрическом и магнитном поле в предно- 
ложении, что магнитное поле мало меняется па длине ларморовского 
радиуса. . 

Уравнения движения заряженной частицы в магнитном и электри- 
ческом поле в нерелятивистском приближении имеют вид 


и a, 
где Аг= cart радиус ларморовской окружности; ® 


dv е cH 
и: Е-— [2Н], r= ’ 
dt me т 
г (25.20) 
=v. 
dt 


Выберем криволинейную систему координат с ортами %), ®,, т» в на- 
правлении линий магнитного поля ий двух к нему перпендикулярных: 
_н ) 
on IT? | 
Ty = [Tot], t 
= [3091], | 
о = [7195]. J 


и 
(25.21) 
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Уравнения (25.20) запишем в виде 


dv 


= Е-+ on [vr], 
de. | (25.22) 
a" 
где Oy = Hr) — ларморовская частота. 


Представим уравнения (25.22) в такой форме, чтобы явно выделить 
вращение частицы с угловой частотой wy. Для этого разложим вектор 
скорости частицы Y по ортам лу, 7, To! 


=ut,+w{t,cosa-+ о зта} (25.23) 


(02 = w* -- и’), 
где и— параллельная и \— перпендикулярная к полю составляющие 
скорости. 

С помощью (25.23) уравнение (25.22) принимает вид 


a 
г Toru wee 


pS {ty cosa-+ ль sin a} + 
+-w {o cos a+ 9% sin a} + w{— 1, sin a+ 7, cos a} = 
= И-+ wy w {t,sina—*, cos а}. (25.24) 
Умножая уравнение (25.24) последовательно на %), <, соза + 1) Sin 


я du dw da 
и %,cOSa—%, Sina, получим уравнения для T, Gr, д: 


du dy dt. 
a = (Ех) — зо Gi cosa + 7; sin «} ’ 


] 
и = (Fr) cos a + (ло) sin a — u(t, COS a+ 52 sin a)“ , | | 
te ; (25.25) 
и: = — юн -Е Е {55 cosa — t, sin a} — | 
— {t,cosa—, sin а} {u ии oa + cos a+ 28 i sina )t | 
Vimeem: 
М (ея, = SE и (па) т, + 
+ w { (31 У) 1; cosa+(*,V)t, sina} (1=0, 1, 2) (25.26) 
и 


чо (4) + (У) ль (в) = У. (25.27) 


Or; 
Положим ap т. е. будем считать, что магнитное поле не зави- 


сит от времени, хотя этого ограничения можно было бы не делать. 
Тогда с помощью соотношений (25.26), (25.27) уравнения (25.25) 
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принимают вид 

1012 
т = (Е) + > div хо - uw {< (%,V) te COS &-++ т, (t,V) T) Sin a} -- 


ot (4,V) то — tT. (№2) по} Cos 2a + т (t,V) ть - t, (t,V) t)} sin 2a, (25.28) 


4 . 
Е = — > div t, + {(1"*,) — ut, (4,V) по} cos a+ 
+ {(Ез.) — 07, (<,V) по} sina — “> {т, (t1V) м, — ty (TV) t} cos 22 — 
— > {21 (t2V) t+ t)(4,V) ло} sin 2a, (25.29) 
da, и 
ш= —®н— 5 {п (TV) ль — т, (TV) мо + Ate (TV) 7} -- 


+ + (Ехо) — ut, (TV) хо + Wt, (4,V) о} cosa -- 
+ - { — (Ел) + ue, (0) ль — wR, (12%) па} sin a — 


—5 (ta (в) чо + ть (1.У) хо} COS 2а +-— {т; (ч.У) ло — ty (QV) то} Sin 2x, (25.30) 
К этим уравнениям нужно еще добавить второе из уравнений (25.22) 


= UT, + W {t,cosa+ Хо Sin a}. (25.34) 


Уравнения движения заряженной частицы в неоднородных по- 
лях в форме (25.28) — (25.31) удобны для применения вышеизложен- 
ного метода асимптотического приближения в случае магнитных 
полей, мало отклоняющихся от однородных и удовлетворяющих усло- 
BHIO (25. 19). 

Произведем в системе (29.28)—(25.31) замену переменных, анало- 
гичную замене (25.16): 


r=rt— (п cos a—,sina ), 1 
OH 
a= G+ (610054 — fy sina) + (1, cos a+ =, sin a) Уюн -- 
+555 =: (6 cos 2a— fs sin Qa ), (25.32) 
u=u—— о ees 
oa 
w= в—— >) == G,, cos па -- Ри sin na}, 
n=1,2 J 
где и и W соответствуют переменным х., 2; системы (20.1) и wy = — №; 


р, 2» Раю, Gan: Fon, @и- Коэффициенты при соответствующих гармо- 
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никах в уравнениях (25.28) — (25.31): 

ic + (Fr) — 12%. (TV) чо + We, (4,V) to}, ) 

в. = = { — (#'%,) + и, (4,V) я, — we, (TV) 7}, 

fa = —5 {41 (TV) - 1, (17) To}, 


Ba = 5 {91 (41V) чо — te (TV) To}. 


w2 


Рал = Uwe, (%V) п, Раз => {41 (TV) по — Fe (12) To}, 

2 $ (25.33) 
Fo = (4, Е) — u's, (%V) чо, 
Е» = — > [41 (%,V) хо — To (T2V) Tol, 


G41 = UW, (TV) Tp, 

Gap = 7 {91 (5) % -- 22 (TV) To}, 

G5, = (*, Е) — ue, (TV) T, 

Goa = — [ty (я, У) о ль (TV) <]. ) 


Первая формула системы (25.32) выражает вращение частицы по лар- 
моровской окружности вокруг среднего положения, вторая, третья и чет- 
вертая формулы описывают влияние неоднородностей поля и внешней 
силы на угол вращения а и компоненты скорости и и ш. 

Уравнения (25.28) — (25.31) в результате преобразования (25.32) уже 
не будут содержать угловой переменной а. В дальнейшем изложении 
будем всюду опускать знаки усреднения при переменных, обозначая 
т, и, W просто 7, и, в, что не может привести к путанице, так как 
далее мы будем иметь дело лишь с усредненными переменными. 


Все расчеты будем вести с точностью до членов, пропорциональных 
1 du_ dw 
57: Тогда в приближенных уравнениях для и д, , как будет ясно 
Н 
из дальнейшего, достаточно сохранить лишь члены нулевого порядка 


1 
относительно —. 


н 
В нулевом приближении уравнения (25.28) и (25.29) дают: 


2 
т = (Е) + 5 div ty, 


ne seeps: (25.34) 
a —= — > div Xo, 
так Kak 
Хао = (F%) 4 div Зо 
(25.35) 


Хи = — div. 


Из системы (25.34) следует закон сохранения энергии для усреднен- 
ного движения. В самом деле, умножая первое уравнение системы (25.34) 
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Ha и, а второе на W и складывая, получим: 


du dw 1 dV 
и Е = и (Е) = а В 
где V — потенциальная энергия частицы. 
Следовательно, 
4 У 
55; (и o*)+— = const. (25.36) 


Найдем из второго уравнения системы (25.34) адиабатический инва- 
риант. Имеем: 


dw _ uw fi = = ий 
а н*(п))=- “(н))= 


= i (в))= ~ (п), (25.37) 


Е ar 
так как divH=0 и ut,~-. 


В результате интегрирования уравнения (25.37) получим: 


и? ‘ 
= = const. (25.38) 
Н 
Таким образом, величина -_ является адиабатическим инвариан- 
том, т. е. сохраняется пе точно, а лишь C точностью до членов по- 
1 
рядка On . 


Можно было бы дополнить выражение (25.38) высшими членами по 


4 
=, начиная с первого, и получить явное выражение для приближен- 
H 

ного интеграла движения, сохраняющего свое значение с любой наперед 


заданной точностью. 
© © we: 
Физический смысл адиабатической инвариантности величины Fi 


состоит в TOM, что магнитный поток через ларморовскую окружность 
Me ui 1 

является величиной постоянной с точностью до членов порядка малости — . 
wo 

и (25.31) в результате преобразования (25.32) принимает вид 


ap Бы = (41/4 + F281) + 
3 1 
к doz ((55У) %, — (4,9) +) + Jon (4,45) — ef’ 51) — 
— № (<, (аМюн) — te (в.Мон)) + O (=) (25.39) 
203, *1 2 PAST of : 


с учетом 
10 (yf, + 191) + бы: — Toh 5) = 
= % {2 (tPF) — 22% (У) ть + We, (4,9) to} + 
+ %{— 2 (4,F) + 2и2%, (У) чо — ws, (4,9) <}. 
Уравнение ee 39) перепишем в ви He 


a= = И + ay (F<) — <. (Е*,)} — — Ean ae Ty — Tet, (TV) To} + 
Hn 
er ye re т, %(4,V) ty — Tt. (TV) и} + On 2 {(9,Y) %, —(4,V) t} — 


CG о ее o( ©), (25.40 
Jog Uta (Te < Fz (4, Vooy)} + Gar ) 
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w? р 4 w и? : 1. 
ЗЕ = {и+ Dog ТОЖО +) } + % xX { Set og OE a) oy , (25.41) 
Tak Kak 
т, (Е) — *. (Е <.) = [Ех], 
315 (TV) о — пот, (TV) Ty = [(TyV) Ty XK Tl, 


(,V) & — (4,V) tp = % (я, Ot о) — т.п, (TV) ty + ToT. (42V) т. 
В уравнении (25.41) можно пренебречь малой поправкой 
w2 
‘д (Мо Tot у) % 


к главному продольному члену ut. 
Нетрудно видеть, что в уравненим (25.41) в принятом приближении 
члены, перпендикулярные к полю A, начинаются с членов порядка 


? 


;_› а параллельные полю AH определены лишь © точностью до oot 
H HL 
Сохраняя ту же точность, к этому уравнению можно добавить величины 


с » 
типа t —. В самом деле, если от нашего 7 перейдем к другому (см. 3a- 
0 Oy ? 


мечание о «неоднозначности») заменой 


т = "нов oe f(a, ®), (25.42) 


В 4 
смещающей 7 вдоль линии магнитного поля на величину порядка — , 
пренебрегаемую в принятой степени точности, то при дифференцировании 
(25.42), кроме несущественных членов порядка —-, добавятся еще чле- 

Фи 
о i 
i 
OH 


Воспользуемся указанным произволом и определим, например, и так, 


Ны 


dr S 
чтобы OHO ТОЧНО равнялось компоненте скорости ар центра ларморовскои 


окружности, параллельной магнитному полю. Тогда новое и будет рав- 
Г 

няться старому и плюс ——-. В уравнепиях (25.41) можно заменить 
H 


просто и старое па и новое, ибо разность между этими величинами по 
порядку величины меньше, чем члены, удержанные в (25.41). 

Таким образом, окончательно мы получаем следующую систему ура- 
внений, определяющих движение центра ларморовской окружности: 


а ee 

я = (£%,) +5 div%,, ] 

dw: . 
T= —55` Ч, (25.43) 


ат 1 w и? } | 
eee apes —— Vw — й 

dt Tout TX { Op eg н+ © py (ту) то j 
Нетрудно усмотреть, каков физический смысл различных членов в урав- 
нениях (25.43): хи — составляющая вектора скорости частицы, направ- 
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ленная по магнитному полю; 
4 
5 Pol = jal BH] (Е<Н) 


—CKOPOCTh дрейфа частицы под действием электрического и магнитного 
поля 
w? mew 
pcos oy] == — у 
Был; [о X grad н]=5.пз [НХ HH) 


—CKOPOCTh дрейфа, вызванная неоднородностью магнитного поля; 


и? и? 
—— [(%¥) Хо] = — > pln, |n|=4 
Н A 


(где А — радиус кривизны линий магнитного поля, ® —главная нор- 

маль к линиям магнитного поля) — скорость дрейфа, вызванная кривиз- 

ной линий магнитного поля, или скорость «центробежного» дрейфа. 
Последнее уравнение системы (25.43) можно записать также в виде 


ат wy , vt u2 4 
at =U a | 209, lea Vor ь Fen) a 


+o [вн т (wx rot он) ‚ (25.44) 
On Fy 


vP=wte’, 


где положено н=он”, и учтено тождество (%)V)% = —[Tt)rott], или 
в виде 
dr HH, ce me (02 -- и?) 


тси? 


+ moe {rot H — 77, (H rot H)} . (25.45) 


В частном случае, если rot Н =0, уравнение (25.45) принимает вид 


dr H,c 
ae At ppl ЕН] 


те? (50° + и? 


и) НУН]. (25.46) 
Уравнения (25.43) описывают движение центра ларморовской окруж- 
ности с точностью до членов a’) 
Заметим в заключение, что вышеизложенный общий асимптотиче- 


ский метод усреднения при быстро вращающейся фазе может быть ис- 
пользован также для исследования гироскопических систем. 


*) Заметим, что рассмотренный пример решен во втором приближении 
С. И. Брагинским (Украинский математический журнал, т. VIII, 1956). 


ГЛАВА VI 
ОБОСНОВАНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ 


$ 26. Обоснование метода усреднения 


Проблема обоснования асимптотических методов может исследо- 
ваться с различных точек зрения. 

Можно, например, искать условия, при которых разность между 
точным решением и его асимптотическим приближением для достаточно 
малых значений параметра становится сколь угодно малой на сколь 
угодно болышом, но все же конечном интервале времени. 

Можно также поставить и значительно более сложные задачи, ны- 
таясь устанавливать соответствие между такими свойствами точных 
и приближенных решений, которые зависят от их поведения на беско- 
нечном интервале. 

В настоящем параграфе мы будем рассматривать первую задачу как 
более простую. 

Поскольку излагавшиеся ранее асимптотические методы допускают 
приведение к методу усреднения, мы для общности сформулируем ее 
применительно к системе дифференциальных уравнений в стандартной 
форме. 

Итак, будем рассматривать систему уравнений 


of = X(t, 2) (26.4) 


{z, Х — точки п-мерного евклидова пространства) с малым параметром e. 
Построим для нее соответствующую систему усредненных уравнений 


с 2h (26.2) 


и приступим к доказательству теоремы, устанавливающей, что при весьма 
общих условиях разность 5(1) — (1) может быть сделана сколь угодно 
малой для достаточно малого = на сколь угодно большом интервале 
O<t<T. Так как E(t) зависит от # через посредство произведения ef, 
то для того, чтобы в течение указанного интервала времени Ё могло 
успеть значительно отойти от своего начального значения, т. е. чтобы 
этот интервал оказался достаточно длительным с точки зрения измене- 


Г 
ния &, за ТЁ следует брать величину порядка —, где Г, может быть сде- 


лано сколь угодно болыцим при достаточно малом з. 

Сформулируем поэтому утверждение о малости ошибки x(t) —Ё(1) 
первого приближения следующим образом. 

Теорема. Если функция Х (1, х) удовлетворяет условиям: 

а) Для некоторой области D можно указать такие положительные 
постоянные М и ih, что для всех вещественных значений #>0 и для 
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любых точек х, x’, 4” из этой области удовлетворяются неравенства 


|X (t, 2) |< M; Ха-ха]. (26.3) 

6) Равномерно по отношению к х в области D существует предел 
T 

lim 7 ( X(t, x) dt =X, (2. (26.4) 
5 


Тогда любым, сколь угодно малым положительным р, 1 и сколь угодно 
большому L можно сопоставить такое положительное ву, что если & = (+) 
есть решение уравнения 


dé 


‘dt == eX (5), 


определенное в интервале 0 <t< co и лежащее в области D вместе со 
р й р ; L 
всеи своей р-окрестностью ), то для 0 <=«<ье в интервале 0 <t< 


справедливо неравенство 
[20-Е |< т, 
в котором х=5(Й) представляет решение уравнения 


dx 
a eX (1, 2), 


совпадающее с &({) при #=0. 
Доказательство. Фиксируем некоторое положительное число а 


и строим функцию 
= ye 
| 4, { Ну, «а, 


A, (1) = (26.5) 
| 0, [| > a, 
где положительная постоянная A, определяется соотношением 
\ A, (2) dz=1, (26.6) 


En 


в котором интегрирование выполняется по всему рассматриваемому про- 
странству Е»; dx обозначает бесконечно малый элемент обычного п-мер- 
ного евклидова объема. 

Очевидно, введенная функция А,(5) ограничена вместе со своими 
частными производными до второго порядка включительно. Так как эта 
функция и ее производные тождественно равны нулю для |х|>а, не- 
трудно убедиться, что интеграл 


ры (26.7) 


оказывается конечным для всякого положительного а. 


*) Мы будем называть р-окрестностью некоторого множества А множество 
всех точек, расстояние которых до A меныше р. 
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Заметив это, рассмотрим функцию 
t 
u(t, 2) = ( A, (¢—-2’) { ( [X (é, 2’) —X,(z’)] at} 4х’. (26.8) 
D 5 


_ В силу условия 6) можно построить такую монотонно убывающую 
функцию f(t), стремящуюся к нулю при { —> со, что во всей области D 


t 


|+) [X (t, 2) —X, (2)] de] «и: (26.9) 
0 


Имеем поэтому 


ject, <A (e—2')de’ < (9 \ A,(@-2')de’ =f (0 | Ag(@’)de’, 
D En En 
т.е. 


|u(t, 2)|< 1 (0. (26.10) 
Далее имеем: 
ди 2,2) 2) 


? 


<tf (t) \ ое | ae’ <7) \ ee 
En 


или ввиду (26.7) 
<I tf (t)s (26.11) 


Ou (t, x) 
Ox 


С другой стороны, благодаря условию а) 
| Х (1) |<М; | Xq(x’}— Xy(z")| <’ -я"|; 2, 2’, ЕД, (26.12) 
и потому 
| X(t, 2") ~ Х (2) — X(t, + Xo (2) < 2-2]; x, т ED. (26.13) 
Заметим теперь из (26.8), что 
HC) хр, 2) Хо} А, (#2) da", 
р 


откуда на основании (26.13) убеждаемся, что в области D справедливо 
неравенство 


ди ( | 2) —{X(t, 2) — X(2)} \ A, (2— 2’) dx’ | <2а. (26.14) 


Но по определению функции A,(x) для любой точки x, а-окрестность 
которой принадлежит D, имеем: 


лег" | A,(@-2')de’=1, 
D | xx’ [<a 
и таким образом, соотношение (26.14) для таких точек дает: 


ди (t, 2) _ X(t, 2) + Х (2) | < 22а. (26.15) 
Ot 
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Фиксируем теперь число а aes чтобы 


a<p, a<—, где 7* = min (1, p), (26.16) 


a wat 
и введем функции 


t 
т я me 
| F@)= sup |7 (2); ФИ | (Ode 
Имеем, очевидно, 
ЕР(=)->0, =->0; Ф(->0, 10. 


Поэтому можем найти столь малое положительное з,, чтобы для 
всякого положительного ¢, не превосходящего з,, удовлетворялись не- 
равенства 


о 
F()<a; Р()<Т; Ф(- пая и (26.17) 
Произведя такой выбор, рассмотрим выражение | 
a= z(t) =E(t)+eu(t, &(2)), (26.18) 
где €(¢) есть решение уравнения (26.2), принадлежащее со своей р-окре- 
стностью к области О. Благодаря (26.10), (26.16), (26.17) имеем: 
[вм (2, &)| <= (0 <Е(=) <а<р (26.19) 
в интервале 


0<i<4, (26.20) 
и потому в этом интервале z(Z)ED. 
Имеем далее: 
ЕЕ (26.21) 
где 


R= ди dé 


p+ eae Ete eX (t, Et eu) =e {F—X% ЭХ, ®} + 
ot ХХ, )—X(t, Е). 


Отсюда вследствие неравенства, (26.10), (26.11), (26.12), (26.15) 
получаем: 
18 |< 2^а= -- 1, М4 (t) + =? (1) 
и, таким образом, в рассматриваемом интервале (26.20) найдем: 
t Lie 


ek t—*)| В (<) | ds d лаг. (Г.М +>) Lon £)\ ex, 
a Иер < {200 + lal +2) (= )he 


или ввиду (26.16), (26.17) 
1 
Verto (9) |4 <т+Т=Т, 
0 
так что 
t t 
\ eI R(s)[dv< pz; Ver RG)[de<$. (26.22) 
0 0 


$ 26] ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА УСРЕДНЕНИЯ 334 


Пусть теперь х=2(1) представляет решение уравнения (26.1), для 
которого 2(0) = (0). 
Тогда в интёрвале 
0<:<#; #< 4 
в котором (ЕД, можно написать: 
|X(t, )-хХ(ь z)|<Ale—-a}, 
откуда благодаря (26.21) замечаем, что 
| а (#— 2) 
dt 


; (26.23) 


<he|2—2|+|R(O)|, 


и так как разность х—х аннулируется при t=O, то 
1 
[2—5 < (2% -9 [8 (6) [4 
0 


Поэтому на основании (26.22) видим, что в интервале (26,23) вы- 
полняются неравенства 


[2—2|< 2, |2—2|<5, 
из которых вследствие (26.18), (26.19) убеждаемся, что 


< +Р@ < |x-8<$4+F@) <p. (26.24) 


L 
Покажем теперь, что число ¢* может быть взято равным = 
В самом деле, если этого сделать нельзя, то неравенство 
Ja—E&|<p (26.25) 
{ L 
не может выполняться во всем интервале 9, — ), так как в последнем 


Г 
случае мы имели бы х(ЕД для всякого # из (о, =) . Ho так как 


неравенство (26.25) заведомо выполняется для достаточно малых &, TO 
из соображений непрерывности ясно, что существует такое &, что 
в интервале (0, ¢,) это неравенство выполняется и, кроме того, 


| (ty) Е) > p—8, (26.26) 

где за 6 может быть взято любое сколь угодно малое число. Возьмем 
Я я 

= 5-F a} (26.27) 


и положим ¢*==2,, что возможно, так как Ha сегменте [0, ¢,] точка x(t) 
принадлежит к области 0. Но тогда в силу (26.24) 


|2) —E (4) |< 4F (0) =p—2B <р-8, 
что противоречит (26.26). 


Г 
Итак, можем положить t*=—, и неравенства (26.24) оказываются 


Г 
справедливыми в интервале O<t<—, что и завершает доказательство 


нашей теоремы. 
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Заметим теперь, что если область О ограничена (лежит в ограни- 
ченной части рассматриваемого евклидова пространства), то в условии 
6) можно исключить требование равномерности и сформулировать 6) как 
условие существования предела (26.4) в каждой точке этой области. 

В самом деле, ввиду условия а) функции 


Tv 
Fp (2) = | X(t, 2) at 


о 
удовлетворяют неравенству 


[т (x’) — Fr (x")| <’ — 2" |, 


и таким образом, последоватоельность этих функций при 7 —> со является 
равностепенно-непрерывной. Но так как область D, будучи ограниченной, 
компактна, то всякая равностепенио-непрерывная последовательность, 
сходящаяся в каждой точке D, оказывается вместе с тем и равномерно 
сходящейся. 

Заметим далее, что так как для всякой почти периодической функ- 
ции f(t) существует предел 


T 
lim \ f(t) dt, 


Т-›со 5 


то в случае ограниченности области D условие 6) удовлетворяется, если 
выражение Х (1, 2) для каждого х из D оказывается почти периодиче- 
ской функцией переменной ¢. 

Мы рассматривали здесь вопрос о погрешпости первого приближе- 
ния. Одпако не предетавляет никаких затруднений получить асимпто- 
тические оценки погрешности и для высших приближений. 


$ 27. Преобразование основной системы уравнений 


В настоящем параграфе остановимся на рассмотрении задач второго 
типа, т. е. на установлении соответствия между такими свойствами 
точных и приближенных решений системы 


= =аХ ($, 2), (27.1) 


которые зависят от поведения этих решений на бесконечном интервале 
времени. 

Вначале рассмотрим простейший случай, когда уравнения первого 
приближения 


0) 


dé 
и 2X, (8) (27.2) 


имеют «квазистатическое» решение, соответствующее точке равновесия 
=; Xo (&)=0. (27.3) 


Тогда для решений этих уравнений, бесконечно близких к &, 
имеем уравнения в вариациях: 


abe 


ae AX (=) 
dz 


fm > - 
д: 5=30 


Hot, H=( 


< 


(27.4) 


? 
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которые являются однородными линейными дифференциальными урав- 
нениями с постоянными коэффициентами. 


Рассмотрим характеристическое уравнение, соответствующее уравне- 
ниям (27.4): 


Det | pl — H|=0, (27.5) 
и представим общее решение системы (27.4) в виде: 
8 (6) = м Си, (<), (27.6) 


где С, — произвольные постоянные, а и, (°) — линейно независимые ча- 
стные решения, соответствующие отдельным корням характеристического 
уравнения (27.5). 

Для простого корня р=р, 


и, (<) = ег". (27.7) 
Если этот корень кратный, то 


и; (<) = Р. (3) е iy (27.8) 


причем P,(t) будет полиномом по отношению к +t степени не выше 
порядка кратности p,. 

Таким образом, если все корни данного характеристического урав- 
нения имеют отрицательные вещественные части, то 6Ё экспоненциально 
стремятся к нулю. 

Допустим, что $ корней p,, Po, ..., р, имеют отрицательные веще- 
ственные части, а У остальных N—s корней р,.1, р..о, ..., Py веще- 
ственные части все положительны. 

Рассмотрим в этом случае 5-мерное многообразие точек д, которое 
будем обозначать через 9, характеризующееся тем, что 


65 = ee Be jltj(%o), (27.9) 
или в общем случае 
Sm C;P; (xq) es (27.10) 
<jss т 
где все р;(]=1,2,..., $) имеют отрицательные вещественные части. 


Тогда для функций 0 (1), имеющих своими начальными значениями 
величины (27.10), получим: 


GE (4) = » Cyu;(s9), (27.11) 


i<s<s 


откуда видим, что в этом случае при ¢t-—>oco df(t) будут стремиться 
к нулю. 

Другими словами, если 8Ё(&) лежит на многообразии 3}, то тогда 
8 (1) экспоненциально стремятся к нулю; если же O€(¢,) не лежат на 
этом многообразии, то 8Е(1), начиная с достаточно больших t, будет 
неограниченно удаляться от 3. В частности, когда вещественные 
части всех корней характеристического уравнения (27.5) положительны, 
многообразие 3}, вырождается в точку 6& (&) =0, и любое, отличное от 
нуля решение 8 (¢) с течением времени не будет стремиться к нулю, 
а наоборот, с течением времени f(t) будет неограниченно удаляться 


OT My. 
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Если вещественные части некоторых корней характеристического 
уравнения (27.5) равны нулю, то уравнения (27.4) обладают соответ- 
ствующими этим корням решениями вида 


Е (1) = ем (27.12) 


с вещественными у. Однако в этом случае произвольно малое изменение 
формы уравнений, например внесение нелинейных членов, может ради- 
кально изменить поведение решений, вызвать затухание или раскачи- 
вание колебаний типа (27.12). Наоборот, если вещественные части всех 
корней характеристического уравнения (27.5) отличны от нуля, поведе- 
ние решений оказывается менее чувствительным к введению малых 
добавок. 

В этом случае можно доказать теоремы, устанавливающие, что 
решения точных уравнений (27.1), лежащие в окрестности &, где &— 
квазистатическое решение усредненных уравнений (27.2), обладают свой- 
ствами, являющимися естественным обобщением свойств решений (27.6) 
8&=02 (1), о которых шла речь выше. Иначе говоря, можно доказать. 
теоремы, устанавливающие, что при определенных условиях разность. 
между любым решением точных уравнений (27.1) и квазистатическим 
(квазистационарным) решением уравнений (27.1), начальные значения 
которых будут принадлежать некоторому точечному многообразию, раз- 
мерность которого равна числу корней характеристического уравнения 
(27.5) с ‘отрицательными вещественными частями, с течением времени 
стремится к нулю. 

Разумеется, для точных уравнений (27.1) роль квазистатического 
решения будет играть некоторое специальное решение, близкое к &, 
но, вообще зависящее от времени. 

Действительно, уже «улучшенное первое приближение» 
О ЛА (27.13) 


v0 


будет зависеть от времени, причем в нем будут появляться колебания 
с внешними частотами, присутствующими в выражении 


X (t, 2) = УХ, (зем. (27.14) 


Введем еще некоторые определения. Пусть каждому ¢ из интервала 
(— со, со) соответствует некоторое множество 5, точек 1, которое можно 
представить аналитически в параметрической форме уравнениями вида 


= Cy Cu oxy €,); 


где f(t, C,, Co, ...,C,) удовлетворяют условиям Липшица по отношению 
к параметрам Cy, С, ..., С, во всей области их изменения. 

Мы будем говорить тогда, что 5, есть s-MepHoe интегральное много- 
образие для уравнения (27.1), если для всякого решения х=х (#) этого: 
уравнения из соотношения 

(0 Е5,, 
справедливого в какой-то момент времени ¢= 1), вытекает его справед- 
ливость для любого вещественного #. 

Для доказательства теорем о поведении точных решений в окре- 
стности & нам понадобятся, кроме условия неравенства нулю веще- 
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ственных частей корней характеристического уравнения (27.5), лишь 
самые общие условия. 

Итак, предположим, что: 

а) функция X(t, x) и ее частные производные первого порядка по x 
ограничены и равномерно непрерывны по отношению к 2 в области 

—-ao<ti<co, sed, (27.15) 

где Р,— некоторая р-окрестность точки &; 

6) в каждой точке области D, 

t+T 


- \ X(t, a)dt-+X,() при Т- о (27.16) 
t 


равномерно по отношению к ¢ в интервале (— oo, ©). 
Положив в (27.1) 
= -Б, (27.17) 


где &— квазистатическое решение уравнения (27.2) и учитывая при 
этом (27.4), основное уравнение (27.1) можно представить в виде 


=аНЬ-- В (&, b), (27.18) 

где 
Blt, = Z(t, & +B) +Xy bot 4) ~Xo(&)— (BE). d, (21449) 
Z(t, 2) =X (t, z) —X, (a), (27.20) 


При этом в силу a) и 6) в р-окрестности точки b=0 функции B(t, 5), 
Z(t, &+6) и их частные производные первого порядка по 6 ограничены 
и равномерно непрерывны по отношению к 6 в области 
—o<ct<o, |Б|<р. (27.21) 
Кроме того, в каждой точке рассматриваемой окрестности |b) <p 
согласно (27.16) и (27.20) имеем: 
т 
- \ Z(t, &-+b)dt->0 при Т-> о (27.22) 
р 
равномерно по отношению к ft, откуда, очевидно, следует: 
t+T 
4 > Й $ 
г \ Blt, 6 BD) = Xo (by +8) — Xo (Bs) ХВ. (21.23) 
i 
Поскольку B(b) со своими частными производными первого порядка 
обращается в нуль при b=O, то из условия, которому, очевидно, удо- 
влетворяет функция В (5) 


86) В 1-е <<), 
следует, что при 
[ая {9 
имеет место 
|B (b') — B(B")|<n() |b’ —8"|, (27.24) 
rye 
q(s)—>O при o—>0. 
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Из выражений (27.19), (27.20) видно, что если Х (x, #) имеют част- 
ные производные до п-го порядка включительно, которые являются 
ограниченными и равномерно непрерывными по отношению к b в обла- 
сти (27.21), то B(t, 5) и Z(t, 6-5) также будут обладать этими свой- 
ствами. 


Для дальнейшего исследования удобно уравнения (27.18) преобра- 
зовать к виду: 


dh ‘ 


где Q(t, №, =) была бы достаточно малой величиной при малых Й и =. 

Однако этого преобразования мы производить не будем, так как 
к аналогичной форме можно привести уравнение (27.18), рассматривая 
‚ более общий случай, чем изложенный выше, а именно, когда уравне- 
ния первого приближения (27.2) имеют периодическое решение: 


= (<). 
Итак, приступим к исследованию случая, когда уравнения первого 
приближения (27.2) имеют периодическое решение, в р-окрестности 
которого функция Х (+, x) обладает свойствами: 


а) эта фувкция и ее частные производные первого порядка по x 
ограничены и равномерно непрерывны по отношению к х в области 


— © <{< о, r€D,, 


где D, — в-окрестность периодического решения уравнений первого при- 
ближения. 
6) В каждой точке D,: 
мы 
г \ X(t, z)dt—>X,(c) при Т->® (27.26) 
t 


равномерно по отношению к Ё в интервале (— co, сэ). 
Итак, пусть периодическое решение уравнений (27.2) имеет вид 


== (wt), (27.27) 


где ($) — периодическая функция ф с периодом 2*. 
Составим для уравнений первого приближения (27.2) ‘уравнения 
в вариациях, соответствующие периодическому решению (27.27). 
Получим однородную систему линейных дифференциальных уравне- 
ний с периодическими коэффициентами: 


BE ХЕ (т). (27.28) 


В силу определения Функции (27.27) тождественно имеем: 
wks (9) = Хо {5 ($)}- (27.29) 


Дифференцируя это равенство по ф, нетрудно убедиться, что при 
произвольной постоянной ou, выражение 


Е = Eg (wt) du, (27.30) 


является решением уравнения в вариациях (27.4). 

Прежде чем перейти к преобразованию уравнения (27.1), сделаем 
некоторые замечания, относящиеся к теории дифференциальных уравне- 
ний с нериодическими коэффициентами. 
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Как известно, на основании теорем Флоке—Ляпунова о свойствах 
линейных однородных дифференциальных уравнений © периодическими 
коэффициентами посредством преобразования типа 


п—1 
£, = Ef (wt) buy + 2 Ака (ot) du, (k= 4, 2,..., n), (27.31) 


в котором A,,(~) (k=14, 2,. =1, 2,..., п— 1) — периодические 
функции ф с периодом 2т, я непрерывными первыми произ- 
водными, уравнения с периодическими коэффициентами (27.28) могут 
быть приведены к системе дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами: 


= 
45 ad 
ite — | и -У Нади (kK=1, 2,...,n—1), (27.32) 


а=1 


такой, что корни уравнения 


1, К=4, 
et || р/,,— Ay, || = | 27.3 
D [р ва ва || 0, ва | 0, kz q, ( 3) 
являются характеристическими показателями для системы (27.28). 
Здесь также удобно ввести принятую нами систему матрично-век- 
торных обозначений. Для этого введем матрипу 


A (9) = || Ала (Ф) | (27.34) 


из п строк и (п— 1) столбцов, квадратную матрицу и го порядка 
Н=|Ны|| и вектор ди с компонентами ди;, 8и,,..., ди 


ео 
Тогда преобразование (27.31) и уравнение (27, $) представятся 
соответственно в виде: 


Е = &’ (wt) би, + А (wt) du, (27.35) 
ad ad 
= 0, Gos Hu. (27.36) 


При этом заметим, что как матрицы A(y) и H, так и вектор ди 
являются, вообще говоря, комплексными, несмотря на то, что коэффи- 
циенты уравнения (27.28) вещественны. 

Попутно установим одно соотношение, которое будет нами исполь- 
зовано в дальнейшем. Для этого подставим (27.35) в уравнение (27.28). 
В результате получим: ' 


в +8 (9) Ge + ош А (9) FH = 


= Хо {6 (p)} & ($) bug -+ Хо» { (+) A ($) aw. 


Принимая во внимание, что & (wt) ди, является решением уравнений 
в вариациях (27.28), а также соотношение (27.36), получаем следующее 
тождество: 
dA 
Po + AQ) H=Xin EMA), (27.31) 
а также 


aa? 1A" (@) wo + A* (9) H* = Хы {Е (@)} 4* @), (27.37’) 


где A*(9), Н* являются сопряженными по отношению к A(o) и Н. 
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Перейдем теперь к преобразованию уравнения (27.1). Для этого . 
запишем его в виде 


а 
не =еХ. (2) + =2 (&, 2), (27.38) 
где 
Z(t, 2) =X (Е x) —Х, (2). (27.39) 
Введем здесь новые переменные 9,b(b,,..., 5,1) посредством 
формул *): 
4 
a= & (9) +5 (А (9) b+ A* ($) OF}, (27.40) 


где фи 65* — взаимно сопряженные величины. 
Подставляя (27.40) в (27.38), получим: 


£5 (9) Set 5 (4s (9) b+ 4 (DM +5 {AM G+ OS = 
= eX, {8 (9) + 5 [A (9) b+ A* Я 40% {t, £(@) + | [A(y) b+ Фи = 
= eX, {Е (¢)} ХЕ ФФ) b+ 4* (9+ 
+e [№ {6+ 514 @ 5+4* 99} - ХЕ} - 
— Xie (ED) FIA@)b+4* 9] +2 {1 + м 5+4 Фи, 


откуда, учитывая соотношение (27.29) и тождества (27.37), (27.37’), 
находим: 


[фз (4 @) 0+ 47@H | (#-—.) +z [4®(-в)+ 


+ A* (p) (SE Ht0*) ] =e [ X {8+ FA) b+ 4* (9) | — 
— Xo {8} — > Xin {8} (A (9) + A* (9) 04) | + 
+2 {t, (9) +z [AQ O+4* ФИ}. (27.44) 
Систему (27.41) можем представить в виде 
[79+ Фь+4 9] (GE-o )+ 
+4 [4@ (G-#) +4*(@) (GA) ] =Y, (27.42) 


где У вещественная функция. 
Найдем из этой системы переменные 


de db a 
бы, O_Hb=R (27.43) 


*) Эта замена переменных отличается от принятой в предыдущем издании 
тем, что при любых комплексных b выражение х является вещественным. На 
необходимость сохранения вещественности х обратил наше внимание академик 
Л. С. Понтрягин, которому выражаем здесь нашу глубокую признательность. 
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таким образом, чтобы выполнялось условие *) 


R=R* (27.44) 


и, следовательно, чтобы 
a" _ H*b* = В 
dt : 


Учитывая условие (27.44), получим из системы (27.42) систему ли- 


нейных уравнений с вещественными коэффициентами относительно вы- 
ражений (27.43): 


[ 8 @) + (4s (9) 0+ 4Y 959] (Fo )+ 5 A@+4*@)R=Y. 
(27.45) 


Напомним здесь, что Уи & ($) — п-мерные векторы, А и b—n—1-mep- 
ные векторы, А — матрица имеющая п строк и п— 1 столбцов. 
Положим, что определитель этой системы 


роб + @b-+A¥ (9), ая) | (7.46) 


при 6=0 отличен от нуля **). 

Тогда в силу непрерывности он будет отличным от нуля и в не- 
которой 8-окрестности точки b=0. 

Условимся обозначать -окрестность точки b=, в которой опреде- 
литель D(o, 6) отличен от нуля, через U;. Область изменения значений 
(ф, 5), для которых 6 изменяется в Оъ, будем обозначать через U3. 

` Заметим, что всегда можно найти столь малое положительное 4, 
чтобы в области 2U;(b, b* EUs) имело место неравенство 


4 
= [4 (9) b+ A* (9) *| <p 
и, следовательно, 


= () +5 (A (9) 5+ 4* (Ф) b*) 


находилось бы в области D,, где О, — р-окрестность периодического реше- 
ния &(Ф), в которой функции X(t, x) удовлетворяют условиям а) и 6) 
(см. стр. 336). 

Ввиду того, что комбинация, стоящая в скобках, является всегда 
вещественной, необходимость обобщения функций Х ([, 9) на комплекс- 
ные значения Z не возникает. 

Решая систему (27.45) в области [ относительно переменных 
(27.43), находим: 


d 
= = sw + =” (1, 9, 5), 


dan (27.47) 
ap =®НО-- eB (4, 9, b) 


*) Поскольку у нас значения b комплексны, всегда иместся некоторый про- 
извол в выборе А. Выбор дополнительного условия в форме (27.44), очевидно, 
не является обязательным. Можно выбрать другие, быть может более удобные, 
формы дополнительных условий. 

**) Заметим, что для простоты записи зависимость ДЛ ($, b) от b* не указы- 
вается. 
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где*) 
W(t, 9 0) =K(y, 6) | № {Е9)+5 (49 5+4* 95] - 
— № {8 (9) — Xie EM} (A) O+.4*(g) ON] + 

+L(y, DZ {t, Eg) +5 (A) b+4*(@) Of, 

ВМ, 9 [ № {E@) +z (A@)+4*e) 0) } —X, (E@)}— 
= Xx {ФФ} | +N, 92 {№ ®) + 
+5 (A(—)b+4*(@) b*) |b, (27.48) 


при этом Wit, o, 6) и B(t,o,b) являются вещественными функциями. 

Здесь К (9, 6), L(g, 6), М ($, 6), №(%, 6) представляют собой мино- 
ры определителя (27.46), деленные на сам определитель, и являются 
рациональными функциями 6, регулярными при $=0 (регулярными в 
том смысле, что 6 =0 не является особой точкой). 

В силу свойств функций А (5) коэффициенты при степенях 6 в вы- 
ражениях для К (Ф, 6), L(y, 5), М (Ф, 6), М (®, 6) являются непрерыв- 
ными периодическими функциями ф с периодом 2x и обладают непре- 
рывными производными по ф до второго порядка включительно. 

Так как в области QU; имеет место 


АНА (9) BY] <p 


и (9) в силу (27.29) тоже ограничены‘ и, кроме того, функции A ($) 
и ($) непрерывны вместе со своими частными произьодными до второ- 
го порядка включительно, то К (, 6), М ($, 6), L(g, 6), N(g, 5) в этой 
области также будут ограничены и непрерывны вместе со всеми своими 
частными производными первого порядка. 

Поэтому в силу (27.39) и (27.48), где Х (&, 2) обладают ограничен- 
ными и равномерно-ненрерывными частными производными по XZ до 
второго порядка включительно в области 


—< <<, x€D,, 


следует, что в области 
— © <{1< о, (9, dEQU; (27.49) 


функции Wt, ф, 6), В(Ё 9, 6) и их частные производные первого по- 
рядка по (ф, 6) также будут ограничены и равномерно непрерывны по 
отношению к ($, 6). 
Кроме того, из соотношений 
+Т ; 
> \ X(t, 2)dt—+ X,(z), Т-> о, 

1 

Z(t, 2)=Х(ь x) — Хь (2) 


*) Зависимость W (Е, $, 6) и B(é, ¢, 6) or 5* ради простоты записи не указы- 
вается. В дальнейшем мы также не будем указывать зависимость функций от 65*. 
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имеем: 
t+T 


1 
т \ Z(t, 2)41-—>0, То. 
t 
Поэтому из (27.48) следует, что в любой точке области (27.49) 
т ; г+т 
гу И )d>We, 9; р} BO ge, В, b) (27.50) 
i 1 


равномерно по отношению к ¢ при 7 —> oo, где 


W (9, =К (+ В | № {:®-+5 (495+ 4* (5) — 
— Xp (6 (9)}— Xbe (Ey (A (9) 5+ 4* (9 04) ] 

В )=M(g, в) [ № {E@) +z (A) O+4* @) OH} - 
— Xo {8 (¢)} Хр {8 (@)}-y (A(p) b+-4* 9]. 27.51) 
Как видно из (27.51), функции W ($, 6), В(Ф, 5) вместе со своими 
частными производными первого порядка при В =0 обращаются в нуль. 


Поэтому, взяв произвольное положительное с <6, мы можем для функ- 
ций И’ ($, 5) и В ($, 6) написать очевидные соотношения: 


aw С, 5) 


a a ow 5 "|: , п" 
К В еее 
b=b- 5== 
п ЭВ ( ‚6 а oB ‚5 и 
Ве, )-В Ни т _; |e —2" 
b=b = 
(|<; |6" |<; 9 <$<9; "<$<И,, 
откуда следуют неравенства, справедливые в области QU,: 
[ИИ (®’, 5) И ($', b")|<4(s) {|e - и (27.52) 
|B(g’, 6’) - Big", B")|<n(s) {le -— 9" | +] o —0"}}, | 


где 1 (5) —>0 при o—0. 

Возвратимся к выражениям для W(t, 9, 6) и В( 9, 6) - (27.48). 
Функции К ($, 6), Lig, 5), М(Ф, 6), №(%, 6), как уже указывалось 
(см. стр. 340), являются непрерывными и периодическими функциями 
по ф с периодом 2т. Другие функции, стоящие в выражении для 
Wit, 9, b) и Bit, 9, 5): 


Хо [Е (9-2 (9 5+4* OI}, ХЕ, 
Xie AW), Z{t, )+7lA@) b+ 4* (Merk, 


в силу их определения, также являются периодическими функциями 9. 
Поэтому W(t, 9, 6), В (Е, $, 5) - периодические функции ф с периодом 2т. 

Кроме того, если {t,,} есть такая нпоследовательность из R, для 
которой разность Х (1--*„,2)—Х ( x) равномерно стремится к нулю 
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в области RD, при m—> со, то из выражений (27.39) и (27.48) следует: 
W (1- “и, Ф, b)-W (6, Ф, b)— 0, 


(при m—> oc) 
B(t+t%m, $, b)—B(t, +, b)—> 0 (27.53) 
равномерно в области RQU;. | 


Наложим еще одно ограничительное условие на систему (27.1), 
а именно: будем полагать, что вещественные части всех (п—1) корней 
характеристического уравнения (27.33) отличны от нуля. Тем самым 
мы накладываем здесь требование неравенства нулю вещественных 
частей (п—1) характеристических показателей *) для уравнений в ва- 
риациях (27.28). 
Заметим в заключение, что, вводя новые переменные ф, D(b,, ... 
.. 6,1), согласно (27.40), мы вместо системы (27.1) получим дей- 
ствительно эквивалентную ей систему (27.47). | 
В самом деле, пусть ф и b(b,,..., 6.) удовлетворяют системе 
(27.47); тогда при условии (27.48) система (27.45) имеет место тожде- 
ственно и, следовательно, 


= (9) (4 (96 4* (9) 


тождественно удовлетворяет системе уравнений (27.1). 

Для удобства дальнейшего изучения уравнений (27.47) их целесо- 
образно путем введения новых переменных g, h(hy, ho, ..., Ry) преоб- 
разовать к такому виду: 


d 
G=G(e)+P(t, в, 1, ®), 


dk 
д = Hh+ Q(t, в, №, ©), 


чтобы P(t, g,h, =) и Q(t, g,h 
h we. 

Для этого рассмотрим некоторую функцию f(t, x), определенную 
для всех вещественных ¢ и для всех x из множества Ё. Допустим, что 
Е есть компактное множество некоторого метрического пространства 
и что в каждой точке Ё 


(27.54) 


=) были достаточно малые при малых 


? 


ЕТ 
\ f(t, 2) 4—0, Т-> в, (27.55) 
t 


a 
т 


равномерно по отношению к 2. 

Кроме того, предположим, что можно указать такие положительные 
постоянные М и i, что для всех вещественных ¢ и для всех х, д’ их” 
из Ё имеют место неравенства: 


If, =) |< М; f(t, ®)-Кь 2) |<’, 2”), (27.56) 
где р(х’, 1") — расстояние между точками 2’ u x”. Нетрудно заметить, 


что из принятых условий вытекает, что соотношение (27.55) выполняется 
равномерно не только по отношению к &, но и по отношению к (&, 2). 


*) п-й характеристический показатель в силу предположения о существова- 
п ии периодического решения равен нулю. 
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Поэтому можно построить такую функцию = (7), стремящуюся к нулю 
при Г-> со, что будет иметь место | 
у t+T 
Pa ( f(t, a)dt|<e(T), Lae CES ee aE. (27.57) 
i 


Возьмем теперь произвольную величину 1 и построим функцию 


t 


fy (ty 2) = \ e-ut—") 1 (т, 2) de. (27.58) 


—со 


Вводя вместо t новую переменную 2 по формуле z=t—*%, можем 
написать: 


foo} со (n+1)T 
а (<, 2) = ( em f (t—2, 2) dex У ет \ f(t —z, 2) ee") dz, 
0 n=0 nT 
(27.59) 
и поэтому на основании (27.56) получаем: 
оо (n+4)T 
lin(t, 8) = Si ет \ уе-ь зе 
п=0 nT 
со (n+1)T 
+ f(t—z, 2) —f(t—z, 2)14|=| >) e-anT \ f(t—z, v)dz— 
n=0 nT 
со (n+1)T 
—Sewt (\ pe-2,2) (Lene) da |< 
n=0 nT 
со (n+4)T со (п--1)Т 
<У =""т| \ 1» x)dz|+M У епт \ (1— епт) dz = 
n=0 nT n=0 nT 
со e (n+1)T © 1 
= Мет \ 1—2, x) dz|+MT >) ew Ме" < 
n=0 nT n=0 
со (п--1)Т со nT—z+T 
<Уе"т| (fz, a)de|4ur< > ет| \ f(e,2)de|4+ MT 
n=0 nT n=0 nT—z 


(27.60) 


или, учитывая (27.57), окончательно находим: 


у Те (Т 
lf, (6 2) |< > ит (ТМ 


n=0 


+MT. — (21.61) 


До сих пор величина Т была произвольной. Возьмем теперь Т как 
функцию 1, определяемую уравнением 


ет =е(Т). (27.62) 
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Так как ¢(7)—>0 при 7—> со, то нетрудно видеть, что для функ- 
ции 7, определяемой этим уравнением, должно выполняться соотно- 
шение 


17.—0 при 1->0. 
Положим 
(M+ 1) 47, = 6 (x). 
Тогда из (27.61) и (27.58) убеждаемся, что для рассматриваемой функ- 
ции f(t, x) имеет место неравенство 
t 
| \ г") } (<, 2) des <2, — < <1< о, &6Е, (27.63) 
в котором 
Е (1)—>0 при ч->0. (27.64) 


Итак, неравенство (27.63) получено нами для функции f(t, 2), 
обладающей свойствами: 
1) f(t, 2) определена для всех вещественных ¢ и для ЕЕ, где 
Е — компактное множество; 
2) в каждой точке Е 
t+T 


= \ f(t, x)dt>0, Т-ь о, 
1 В 
равномерно по отношению K & 
3) f(t, 2) |< М, f(t, =) —1(& =) |< №(#', 2”); 
при выполнении 3) свойство 2) имеет место равномерно относи- 
тельно (t, 2). | | 
Получим теперь неравенства типа (27.63) для функций: 


W, (1, Ф, = (5, Ф, 5) —И ($, 5), 
В; (+, Ф, b)=Btt, Ф, 5) —В ($, b), 


приняв за множество E область 2U;. 

Так как эти функции периодичны по ф с периодом 2т то, очевидно, 
можем представить @ как окружность, и тогда E = ЗИзьбудет компакт- 
ной областью в метрическом пространстве, являющемся топологическим 
произведением 9 и (п— 1)-мерного эвклидова пространства. 

Кроме того, в силу (21.50) в любой точке области QU; 

т t+T 
\ Wi (t, 9, 1—0; + \ B,(t, 9, b)dt—>0 при Т-> (27.66) 


t t 


(27.65) 


1 
i 


равномерно по отношению к 2. 

Очевидно также, что функции W(t, ф, 6), В, (Е, $, 6), как и функ- 
ции ® ($, 65), В (5, 5), удовлетворяют в области QU,, где с < 8, неравен- 
ствам вида 

ГИ. 9, РИ (é, ", 8") |< т (6) 9—9", 
| By (Ь +’, В’) — В, (t, 2”, 9) [< т (в) | — 9-1} 
(167 |<, |65"|<°), 


| (27.67) 


где 
q(s)—>0 при o—>0. 
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Поэтому можно построить функцию 6(1) со свойством (27.64) таким 
образом, чтобы для произвольного положительного 1 имели место нера- 
венства: 


[Win (2, $, 915; [Bin (te, 8) [< , (27.68) 


а. 
— 0 ee со, (Ф, bE QU;, 


где 
t 


Wty (t, Ф, 5) = \ e—nlt—t) И’, (1, Ф, 5) dt, 
} 
| 


Pi (27.69) 
Bis (t, @ В = } eB, (t, 9, b) dt. 
Введем теперь по аналогии с определением (26.5) функцию 
f,—lePy 
a, (=| Att а } ке (21.10) 
0, [6] > а, 


где а — некоторое заданное достаточно малое число; A, определяется 
условием нормирования: 


\ А. (5) 46 =1, (27.71) 
Us 
где ae db, 
B (27. 70) — "| — некоторое фиксированное целое число, величина 
которого может быть взята сколь угодно большой. 
Построим еще функцию 8,($) одной вещественной переменной ф, 
задав ее на интервале (—т, =) с помощью соотношений: 


н®-|° „1-3, lel<a, ) 


й [P| >a, \ (27.72) 
( 8. (9) de= 4, a<n, 


а 
и распространим область ее определения на всю вещественную ось 
с помощью условия периодичности с периодом 2м. 
Введя эти функции, построим выражения: 


ве В = (a, (2—2) 4. 6-9, аа, 


QU; 


(27.73) 
a(t, 9 B)=\ (3,9294, (O—b") Вы 9", Буа a’, 
80. 

обладающие по отношению к ф периодом 2n, так как согласно опреде- 

лению 4, (ф) — периодическая функция ф с периодом 2м. 

Заметим, что по своему построению функция 

8. (ф—3')А,(6—6’) (27.74) 
обладает частными производными но фи В до 24 порядка включительно. 
Кроме того, так как А, (5), 6,(Ф) отличны от нуля соответственно при 
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b|<a, |e|<a, то функция (27.74) и все ее частные производные до 24 
порядка включительно ограничены и по норме не превосходят некоторой 
величины С (а), вообще стремящейся к co при а-—>0. Отсюда на осно- 
вании (27.68) можем заключить, что функции (27.73) и все их частные 
производные по 9, b до 24 порядка включительно ограничены по норме 


на множестве *) RQU; величиной в (а) °®. 
До сих nop а и т были произвольными. 


Возьмем теперь в качестве а и п некоторые функции а. и т. пара- 
метра = таким образом, чтобы 


а. —>0, ч.—>0, 2G (a) —0, 
С (а.) 5 (1)->0 при =->0. (27.75) 


Фиксируем некоторое положительное py<d и возьмем =* столь 
малым, чтобы для 0 << з* a=a, удовлетворило также неравенству 
а < 8. (27.76) 
Заметим, что из неравенств 
16| <p, |b—b’|<a uw a+py<d 
следует: 
|b’ | <3. 


Тогда, принимая во внимание определение (27.70) и (27.71) функ- 
ции А, (5), видим, что при БЕЙ», О<е< г*: 


| A, (b—b/)ab' = 1. (27.77) 
0. 


Теперь, принимая во внимание (27.69), запишем выражения (27.73) 
для u(t, 9, 6) в следующем виде: 


вые, = \ 9) А, (6-5) [ емо, (в, 9’, Bde | dg’ ad’. 
80, —0o . 


(27.18) 
Тогда имеем: 
t 
д > , , д —7(t—T , t 
ии = | (8, (@—9) 4, (6—5) [вр } em We, 9, DY det 


@ Us; —oo 


t 
+14 \ e-ul—2) W,, (2, 9’, b’) ax} do’ db’. (27.79) 


Так как 


t t 
ве, Bde т |e Wy (5, 9, Bde + W(t 9, 8), 


—oo —o 


*) Для сокращения записи мы здесь вещественную ось (—00, oO) обозначили 
через В, так что ВОЙ, обозначает множество точек (+, $, 5), для которых 


— < <t< oo, ФЕВ, ЬЕЦ,,. 
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то из (27.79) следует: 
д я , f c a , a 
и | а. (2—9) Abb) Wy, 9, b’) de’ db’. (27.80) 
& U; 
В силу периодичности 6,(~) и соотношения (27.77) для 
(t, 9, ВЕВЗИ,, O<e<e*, 


имеем: 
а. ее А. 8") de’ ab’ = ( ао)" = (2, ("dy =1. (27.81) 
2 Us; а а 


Поэтому для этих же значений &, 9, 6 получим: 


et a — Wy (6 ф, b)= ( \ д. (p—9') Ag (b— b') (Wy (6 9’, 9) — 


2 Uy 
—W,(t, 9, b)}de'db’. (27.82) 
С другой стороны, заметим, что согласно (27.67) можно указать 
такое положительное A, чтобы выполнялось неравенство 


ГИ’, BY —W, (t, g, [5 фФ] НВ}. (27.83) 
(Е, Ф, 5), (Е, $', b')E RQUs. 

Благодаря периодичности 6,($) по ф интегрирование по ф’ можно 
производить по любому интервалу длины 2c и поэтому, в частности, 
за интервал интегрирования можем взять интервал 

ф-т, ф-т. 
При таком выборе интервала ф—’ будет изменяться от —т до т и, 
следовательно, в силу (27.72) 6,(p—9’) будет отлична от нуля только 
тогда, когда 

lp—9' |<a. . 

Поэтому, так как для jg—g’|<a (a<z), |b—b’|<a, bEU,, 
(р--а< 5), e<e*: 
| 2. (@— 9A, (5 —5') de’ db’ =1, 

& Us 
то для O<e<e* на RQU,, имеет место неравенство 


[диф (1, 9, 5) |< 2^а \ \ 3, (p—9o’) A, (b — В’) do’ db’ = 2^а. (27.84) 
2 Uy; 
Рассмотрим теперь частные производные 
д [д д {д 
Ви и И вт, 60 (21.85) 
и заметим, что с помощью интегрирования по частям выражения (27.78) 
их можно предетавить в виде 


оао И ae ab’, 


ob’ 
20, 
(27.86) 
ор, И | gor apy, 
А 9% oe 


805 
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В силу определения функций И”, (&, 9’, 6’) и И’, (1, ф, В) их част- 
ные производные по b, 65’, 9, 9’ будут непрерывными функциями. 
Поэтому можно найти монотонную функцию &(=), стремящуюся к нулю 
при е—>0, такую, что 


Эх’, 9х8 | - , , 
| ee И |< —-o|-+|b’— dj}, | 


(27.87) 


У’ ’, 5’ Ww b ‚ й 
О Oe) Е) le’ —91-+10/ — bf. 


Рассуждая, как и выше, т. е. принимая за интервал интегрирова- 
ния Ф—т, +7, на котором 8, (ф— $’) будет отличной от нуля, а также 
принимая во внимание (27.82), имеющее место при |b’—b|<a, убе- 
ждаемся, что производные (27.85) на множестве АЭИ, по норме будут 
меньше, чем 2a для 0<з< =*. Ho так как в силу (27.75) a—>0 
при г-—>0, то очевидно, что функция (27.82) и ее частные произ- 
водные по b и ф на множестве В®И»„ по норме будут меньше, чем 2&а 
для O<e< «*. 

Но так как в силу (27.75) а->0 при=-—>0, то очевидно, что функ- 
ция (27.82) и ее частные производные по b и ф на множестве RQU,, 
по норме будут меньше некоторой величины в (=), стремящейся к нулю 
вместе с е, 

Аналогичным образом убеждаемся, что теми же свойствами будет 
обладать функция 


2 + nv — В, (в, $, 8). 


Кроме того, функции ти, 10 и их частные производные по ф, b 
ограничены по норме на множестве ROU,, величиной С (а) (1), стремя- 
щейся к нулю при =—>0. 

Итак, функции 


д д 
it, 9, b)=5-—W(t, 9, bd) +W ($, 5), 


ays av (27.88) 
a — Вл (6 Ф, b)=5,—-Bit, Ф, b)+B(9, b) 
и их частные производные первого порядка по ф и Ob ограничены 
по норме на множестве RQU,, величиной а(=), стремящейся к нулю 
вместе с ев. 
Заметив это, возвратимся к уравнениям (27.47) и совершим замену 
переменных, полагая 


ф=е- ей (, &, №); b=h-+ev(t, в, h). (27.89) 
Дифференцируя (27.89) и подставляя в (27.47), получим: 


dg ды dg ди ав _ ди 
at ера Г = —ез 2% - =Й7 ft, g+eu, h+ev}, 


ав, dvd av dh до 
ее ева = — ва: Е «НА - =“Но-еВ {1, в -- ги, h+ev}, 
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или 


ди dg ди ав _ ди 
bee eee {п Ив И} + 


+e{W(t, g+eu, В + 50) —И' (6 g,h)}+eW (8, В) ео, 
(27.90) 
ай до dg до dh _ до 
ate dear + ® ава —е 52 Bit, 8, h) +B(g, h) + 
Ч е?Но--е{В (6, gen, h+ev)—B(t, в, h)}+eB(g, В) +elth. 
Возьмем теперь столь малое а, < e* чтобы для всякого положи- 
тельного в, не превосходящего ¢,, было справедливо неравенство. 


éG (a) Me d—p,, O<py <6. (27.91) 


Тогда ввиду того, что функции (27.73) ограничены функцией 
ва)", следует: 
|0 |< =6 (а) a (27.92) 


и при O<e<a, (t, g,h)€ RQU,, будем иметь: 
ГА во <= (а) +p, <8. (27.93) 


Ho, как указывалось выше, функции 


W tt, Ф, 5) —W ($, b), Bit, Ф, 5) —В($, b) 


для значений БЕЙ. являются ограниченными на множестве АЗ, вместе 
со своими частными производными функциями, стремящимися к нулю 
при е->0. 

Поэтому, ввиду того, что h+evE€U;, убеждаемся, что функции 


W (В g+eu,h+ev)—W ($, g,h), 
Bit, g+eu,h+ev)— Bit, в, В) 

и их частные производные первого порядка по g, h ограничены по норме 

на множестве ROU, В некоторой функцией, стремящейся к нулю при e—> 0. 

Ввиду того, что функции (27.88) также обладают этими свойствами, 

выражения 


Ly (t, g,h, 2) =W (Е, g+eu,h+ev)—W (Ь 8, и, 8, п) - И (в, h), 


(27.94) 


Ly(t,g,h,e)=B(t, g-+-eu, her) —B(t,g,h)— 2+ Bt, g, h)—B(g, h)+ellv 


и их частные производные первого порядка по в, h ограничены на MHO- 
жестве ROU „ Некоторой функцией от «, стремящейся к нулю при =-—>0. 


Заметив это, представим уравнения (27.90) в форме, разрешенной отно- 


dg dh 
сительно a тЫ 
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Для этого рассмотрим матрицу, обратную матрице л-го порядка: 


ди ди 
1 = ag 25 | 
rs | (27.95) 
oa na htop 


где 1,_, представляет квадратную единичную матрицу (п — 1)-го порядка. 

Как указывалось, функции (27.73) и все их частные производные 
по 9, b до 24 порядка включительно ограничены по норме на множе- 

.. |4 

стве ROU, величиной G (а). 

Очевидно, что для значений (1,5, hE RLU, , где p,<6, функции 
и (8, 8,1), v(t, в, В) также будут ограничены но норме на множестве RLU, | 
вместе со своими частными производными первого порядка по в ий 
функцией о (=), стремящейся к нулю при =->0 

Поэтому можно указать такое положительное =, < =,, чтобы для любого 
положительного з < < матрица, обратная матрице (27.95), существовала 
везде на RU, и могла быть представлена в виде: 


| 


yy (5, 8, h, =), @12 (1, 8, h, =), 21 (Е, 8, h, =), ee (5, 5, h, г) 


и их частные производные первого порядка по g,h стремятся к нулю 
при =—>0 равномерно на RQU, 


а, Aye 


27.96) 
Gey 14а» | 


где 


Решая систему (27.90) относительно a > = ‚ получим: 


5 вю all (¢, g, h, =), 


а (27.97) 
<= cHh+ ff (t, g,h, =), 


где 


I(t, g,h,e)=W(g,h)+ay(t, 8, В, =) fo+W (8, В) +L, (8, №, в} 
+a, (6 8, №, =) {Hh + В (в, №) 1 (6 8, № =} Е, (6, 8,1, 2); 
(8,1, =) = B(g,h) + y(t, 8, №, г) fo + И’ (в, №) + 
+ Ly (t, g,h, &)}+ oe (t, 8,2, =) {НВ В (в, В) + 
+2, (t, g,h,e)}+L,(t,g,h,¢). (27.98) 
Сделаем ряд замечаний о свойствах введенных функций IT (Zz, g, В, г) 
Г (1, 2, В, =), которые будут нам необходимы для дальнейших рассуждений. 


Как видно из (27.98), функции I(t, 5,й,е) и Г(Е в, 1, =) определены 
для каждого положительного ¢ < в на множестве ROU „› причем на этом 


множестве функции 
| Пра, №, г) — И’ (5, h), T(t, g,h, 2) —B(g,h) 


и их частные производные по g, h стремятся к нулю равномерно при = — 0. 
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Принимая во внимание (27.51), заключаем, что можно указать 
такие функции М (<); ^ (е, с), удовлетворяющие условиям: М (=) —>0 
при e—>0; ^(=,‹)—>0 при =—>0, ‹—>0, что имеют место неравенства: 


|1 (68,0, =) |< М (=); [Г (&, 8,0, =) |< Me), (27.99) 
e<e, CER, gEeg. 
[IL (é, Е) Ш”, №", в) |< d(e, с) {| в’ —g"| +] h’—h"]}, 
| (é, 9’, 2’, ГЕ’, В", 8) |< (e, <) {| e’ —g”|+]h’—h']}, 
(t,2',h’), (t,8", Е RQU,, OS e< ie, 


(27.100) 


в которых с — произвольное положительное число меньшее p,. 

Функции l(t, 2,й, =), 0 (t,g,h,s) обладают периодом 27 но отноше- 
нию K g, так как этим свойством обладают функции, входящие в выра- 
жения для 1 ($, &, Й, =), Г (1, &, №, е). Так как функции П ($, &, Й, =), C(t, 5, hk, =) 
(см. (27.98)) выражаются через функции, которые в свою очередь выра- 
жаются через И’ (Е, 5,6), В (10,6), то ясно, что если {*„} есть такая 
последовательность из А, для которой равномерно на RQU; имеют место 
соотношения (27.53), то для этой последовательности равномерно на RQU Py 


будем иметь: 


НС ’ Lh, —П t, yh, 0, 
(6+ си» 8, №, в) —U(t, 8, №, =) > } (27.101) 


Г(Е- чи, 8, h, =) —Г (8,1; =) —0 


при m—> co и при каждом = таком, что O<e <&,. 

Если условие а) (см. стр. 336) об ограниченности и равномерной 
непрерывности частных производных функции Х (1,5) но х усилить 
требованием ограниченности частных производных до т-го порядка вклю- 
чительно, то построенные функции I(t, 2, й,е), Г (1, 5,1й,®) также будут 
обладать ограниченными и равномерно-непрерывными частными произ- 
водными до т-го порядка включительно, что следует из рассмотрения 
формул (27.66), (27.69), (27.73) и (27.89). 

Возвращаясь к уравнениям (27.97), совершим в них переход к «медлен- 
ному времени», положив 

© = =#. 


Тогда получим: 
dg с : 
че (3,8, 6), 
d 


27.102) 
h с ( 
в =НВ+Г( =, 8,18). 

Выделим теперь один частный случай, который подробно будет 
нами рассмотрен в $ 30, когда функции W (9,6), B(t,9, b), входящие 
в уравнения (27.47), имеют вид 


W (t,o, bd) =Wt, e+ vt, 5), | 


— (27.103) 
Bit, 9, b)=B (t, Ф-\, b), 


где W (t,¢, b), B(t, 9, Ь) — периодичны по ¢ с некоторым постоянным 
периодом 7. 
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Тогда в силу формул (27.66), (27.69), (27.73) и (27.89) видим, что 
также 
Ц (2, 8, В, e) =11(t, g+vt,h, e), 
T(t, g,h, в) =Г (t, g+vt,h, ®), 
причем II (t, g,h,¢), T(t, g,h,<) будут обладать по отношению к t тем же 
периодом 7 


В рассматриваемом частном случае (27.103), переходя к новой угло- 
вой переменной $ согласно формуле 


виа =, 


вместо системы (27.102) получим уравнения: 


чето ( Е, 6), 


2 (27.104) 
adh т 
3 =иН+Г(-, 8, h, °), 


правые части которых обладают периодом e7' по отношению к ‹. 
Как видно, уравнения (27.102), в частном случае (27.103), и урав- 
нения (27.104), к которым приводятся основные уравнения: 


те =ew + eW (2, 9, 6), 
4 = eHb + eB (t, 9, b), 
заменой переменных 


ф=8- ей (1, 8,1, г), b=h+ev(t, g,h, ®), 
st=t, gtv=d 


могут быть сведены к следующему типу уравнений: 


d 
HB =G (2) + P(t, в, В, ®), 


d 


: (27.105) 
a = НВ-ЕО (@, 8, h, =), 


при этом в силу указанных свойств функций I(t, g,h,c) и V(t, g,h,e) 
можно указать такие положительные числа ©, (py <8), что будут 
выполнены условия: 

а) функция С (=) определена для O<e <8; 

6) функции P(t, g,h,e), О(Е,2,№,е) определены в области 

ЕВ, вЕЭ, heU,, О<=<ь, 

и обладают периодом 2" по отношению к угловой переменной g ( папом- 
ним, что в частном случае (27.103) в уравнении (27.104) ne Bh), 


ie ee é : 
= 8, Л, е обладают периодом é7 по отношению к т }; 
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в) С (=) uw P(t,g,h,e) могут принимать лишь вещественные значения; 
г) для ЕВ, 569,0 <<, имеют место неравенства:. 


[Р(6, 5,0, °) |< М ($); |9, 8,0, в) |< М (©), (27.106) 


где М (=)—>0 при =-—>0; 
д) для любого положительного o <p, в области 


t€R, ЕО, "ЕО, №ЕЦ., "ЕО. O< 2 <b, 


имеют место неравенства: 


| P(t, 2’, h’,2) —Р (6, =”, №, =) | < ^ (в, в) {Е — + — №" |}, (27 107) 
[О (2, 8’, №, =) Од”, № в) |< (а, в) {[8°— 8" |+ — №" |}, | 
в’которых A(e,co)—>0 при =—>0, с‹->0; 
е) все вещественные части корней р,,..., р„_1 Уравнения 
Det | p/,,_,-H|=0 (27.108) 


отличны от нуля. 

Отметим, что в статическом случае, когда отсутствует зависимость 
от угловой переменной 9, основные уравнения (27.1) в результате ана- 
логичных преобразований будут приведены к системе: 


ah = ИВ--О(Ь Л, =), (27.109) 


при этом можно указать такие =, и р,, что будут выполняться условия: 
а) функции О0(1,й,=) определены в области 


te R, heu,, O<e<e,; 
6) для t€R, O<e <e,, имеет место неравенство 


[9 (1,0, =) |< М (®), (27.110) 


где М (=)—>0 при =-> 0; 
в) для любого положительного с «р, в области 


teR, h’'€u,, ЕС., O0<s<g, 


имеет место неравенство 
|Q(t,h’, 2) —Q(t, kh", =) [< (а, в) {| — №" |}, (27.111) 


в котором ^ (=, с) —>0 при =-—>0, o—>0; 
г) все. вещественные части корней характеристического уравнения 


Det | pZ,,_, — X, (Е) |=0 (27.112) 

отличны от нуля. 

Введем сейчас некоторые определения, относящиеся к теории почти 
периодических функций. 

Рассмотрим какую-либо функцию 1(1, 2), заданную на RE, где Е 
обозначает некоторое множество значений х. 

Мы будем говорить, что f(t, х) является почти периодической функ- 
цией { равномерно по отношению к 5, если любому 4 > 0 можно сопо- 
ставить положительное /(1) таким образом, что в любом интервале на В 
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длины 4(1) лежит, по крайней мере, одно + (почти период для 1), для 
которого везде на RE справедливо неравенство 


(ЕН т, 2) — 1 (#, 2) [< т. 


Для этих почти периодических функций существует счетное мно- 
жество частот {Aj}, не зависящих от Z, такое, что для всякого A, не 
принадлежащего к нему, выполняется соотношение 


T 
. 4 : 
lim > \ f(t, x) et dt =0. 
T-00 

0 
Пусть {w,} представляет счетное множество вещественных чисел, обладаю- 


щее свойствами: 
1) между ®. не существует нетривиальных линейных соотношений 


By п. = 0 


с целочисленными коэффициентами; 
2) всякое A; может быть представлено линейной комбинацией в. 


C пелочисленными коэффициентами. 

Такое множество {,} условимся называть частотным базисом дан- 
ной почтй периодической функции. В частности, для периодической 
функции частотный базис состоит из одного элемента; для квази- 
периодических функций частотный базис состоит из конечного числа 


энементов. 
Как известно, частотный базис обладает следующим важным свойством: 


если t,, есть такая последовательность, что для любого Фа 


ei?atm—> 1 при m—> о, (27.113) 


то равномерно на ВЁ имеем: 


Е x)—f (t,z) 0 при т-—> о. (27.114) 


Это свойство может также служить и определением рассматриваемых 


почти периодических функций. 
Именно, если {®.} представляет счетное множество линейно незави- 


симых вещественных чисел и если для каждой. последовательности ¢,,, 
для которой справедливо (27.113), будет справедливо также и (27.114) 
равномерно на ВЕ, то тогда ] (1,2) будет почти периодической функцией 
равномерно по отношению к x, а {wg} будет ее частотным базисом. 

Условимся называть представление $-мерного интегрального много- 
образия 5, 


w= (бы ба, С.) 
периодическим с периодом Г, если тождественно 
Ге-+Т, с,, С. гей ., С) = 1 (&, Сл, С», sire ., Cs) 


для poex t, C,, Cy, ...,C,, принадлежащих области их изменения. 
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Заметим также, что для почти периодической функции ] (1, 2) всегда 
существует предел 


причем сходимость к пределу будет равномерной по отношению к &, #. 

Таким образом, условие 6), наложенное нами на правую часть урав- 
нения (27.1) Х (1,1) (см. стр. 336) будет всегда выполняться, если функ- 
ция Х (1,2) является почти периодической по ¢ равномерно по отно- 
шению к rE D,. 


$ 28. Некоторые свойства решений преобразованных 
уравнений в окрестности точек равновесия 
и замкнутых орбит 


В настоящем параграфе рассмотрим некоторые свойства решений 
систем уравнений вида (27.105), к которым, как это показано в преды- 
дущем параграфе, сводятся уравнения (27.1). 

После того как нами будут подробно изучены уравнения (27.105), 
мы сможем перейти к формулировке‘ и доказательству теорем примени- 
тельно к уравнениям (27.1). 

Итак, сформулируем и докажем вначале ряд лемм о свойствах реше- 
ний системы уравнений (27.105), причем везде в дальнейшем будем 
полагать, что функции Р(Ьз,й, =), Q(t, в, 1, е), С (®) удовлетворяют усло- 
виям, указанным в предыдущем параграфе (см. стр. 352), причем Р (&, g, h, ®), 
и G(s) всегда вещественны при любых комплексных h, лежащих в рас- 
сматриваемой области. 

„Лемма 1. Можно указать такое положительное ¢(e< ey), что 
для каждого положительного =, меньшего <, система уравнений 

dg ‹ 
ar -С® +P(t,8,h,2), | 
dh 
О] 
имеет интегральное многообразие, представимое соотношением вида 


h=f(t, 8,2), 


в котором /(t,g,¢) как функция ¢t, & определена на RQ и удовлетворяет 
неравенствам: 


(28.1) 


(в, в, =) [<В(@®) < — (28.2) 
lf, 8’, ®) УЦ =", 2) 1<4(e)|g’—2"|, (28.3) 


причем 
р (=) —>0, А (=) 0 при =->0. 


Функция }(1,2,=) обладает по отношению к угловой переменной г 
периодом 2r. | 
Если функции P(t, g,h,<), Q(t, g,h,¢) в области t€R, вЕ®, hev,, 
O<¢<e9, имеют ограниченные и равномерно непрерывные частные про- 
изводные по &, h до т-го порядка включительно, то f(t,g,2) также 
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будет иметь ограниченные и равномерно непрерывные производные по g 
также до т-го порядка включительно. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Н и представим ее в виде 
H, 0 


+ 


он. 


где 0 — произвольная матрица, имеющая обратную U4; Н., Н_— мат- 
рицы, для которых корнями характеристических уравнений являются 
корни уравнения, приведенного в условии д), соответственно с положи- 
тельными вещественными частями для Н, и отрицательными веществен- 
ными частями для Н_. Таким образом, если уравнение (27.108) имеет $ 
корней с отрицательными вещественными частями и n—s—1 корней 
с положительными вещественными частями, то матрица Н_ будет s-ro 
порядка, а матрица H, —(n—s—1)-ro порядка. 

Определим теперь матрицу J (¢) при помощи следующих соотношений: 


H=U 0-1, (28.4) 


e—-Hut 
J(ijj= —U (71 для t > 0, 
0 0 
0 0 (28.5) 
00| но (1 для t <0. 


Определенная таким образом матрица J(t) будет удовлетворять 
дифференциальному уравнению: 


= —HJ=—JH yaa 140 (28.6) 
и условию разрыва при t= 0 
J(—0)—J(4-0) =F. (28.7) 
Так как общее решение уравнения (28.6) имеет вид 
n—1 


J (i= > О 
j= 


ый 
где J; (¢)=e") — для простого корня уравнения (27.108), Л; (#) = F; (2) ee — 
для кратного корня 5 =3,, (РЁ, (1) — некоторый полином, степень которого 
не превосходит порядка кратности Z,), то, следовательно, в общем слу- 
чае имеем: 
n—t 
= ait pH | 
J(i)= 2 СЕ, (ей = e- Ht. (28.8) 

. р 

Отсюда видим, что элементами матриц e—7+!, е-И-{ соответственно 
будут: 


n-1 ae 

_ CF, (eit " где в, 0, (28.9) 
j= 

пт—1 

Я ЧЕ (бе, roe в > 0. (28.10) 


j=l 


о Ввиду того, что экспонента растет быстрее, чем полином, можно 
рсегда найти такие положительные постоянные a и К, для которых 
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будет справедливо неравенство 


| J (t) |< Ke-#!#1 (28.11) 
на всей вещественной оси. 

Заметив это, фиксируем положительные числа D,A(D <p) и pac- 
смотрим класс C(D,4) функций F(t,g) co значениями из Е, 4, где 
Е, — (п-— 1)-мерное эвклидово пространство, определенных на RQ, 
удовлетворяющих неравенствам: 


| F (1,8) |< В, | F(t, 8’) -Р(@, g”)|<A|g’—8"| (28.12) 


и обладающих периодом 22 по отношению к угловой переменной в. 


Рассмотрим для некоторой функции F (2, $) из класса С (р, А) урав- 
нение вида 


18 = G(2)-+ P(t, 8,F (6, 6), °). (28.13) 


Так как функция Р(Ьв,й,г) обладает свойством г) (ем. стр. 353) 
(где вместо с, характеризующего область определения h, в данном слу- 
чае будет стоять D, характеризующее область определения функций F (t, g)), 
то всюду на АО имеем: 


|P(t, 8’, Е (Е, Е’), =) — P(t, 5’, 0,2)|<A(e, 0) | Е (1, 85°)|, 
|Р (5, ЕР (=), ) -Р(Ь 9”, Е (t, 8"), =) | < (в, 0) {|8’— 9" |+ 
APES Е) 


или учитывая, что функция Р(Е,5,й,=) при k=O является величиной 


порядка ¢ и что функпии F(t, 2) удовлетворяют условиям (28.12), окон- 
чательно получаем: 


RP (t, 2’, F(t, 2’), =) |< М (&- ^(, D)D, (28.14) 
[P(t, 8, F(t, 8’), =) —Pt, =", F(t, 2), 2) |<4(e, 0) (1+ 4)| ge’ —g" |. (28.15) 
Поэтому, задаваясь произвольными начальными условиями: 
8=2° при 1=[, 


в силу теоремы Коши мы можем построить решение уравнения (28.13) 
для любого ¢, причем оно будет единственным. 
Обозначим его символически в виде 


5: = ТР в (89), rye z=t—t,. (28.16) 


Вообще говоря, g; зависит OT е как OT параметра; однако, так как 
в течение всего доказательства = рассматривается как фиксированное, 
достаточно малое число, то, чтобы излишне не усложнять записи формул, 
зависимость от = здесь не указывается. Аналогично будем поступать 
и в дальнейшем без специальных оговорок. 

Заметим, что так как решению 


g(t) =Те в (8°) 
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соответствует начальное значение g°, а решению 


g (t) + 22 = ТЕ в (8° + 2=) 


(которое в силу периодичности правой части уравнения (28.13) по отно- 
шению к угловой переменной g с периодом 2m также является решением 
уравнения (28.13)) соответствует начальное значение 99-27, то, сравни- 
вая эти равенства, получаем: 


Th to (g° + 27) =7F to (g°) + 2т, 


т. е. при замене в ТА to (8°) =° на 2°--2т выражение ТР to (8°) получит 
приращение 27. _ 

Рассмотрим теперь некоторые функции Ё и F из класса C(D,A). 
Положим: 


В. = ТР (8), ВТ (8), 2=t—by, (28.17) 
где 


g° = 8; (to), e=h (2). 


° Тогда на основании (28.13) будем иметь: 


‘(ив | uh i 
(eee =|(P(t, 8. F (68), ) P(t, 8, Е (¢, g:),2) |= 
=|(P(t,e,F (t,8),9)—P(t,8,F (t, 2),29)+P (8, F F(t, ae =) — 

— P(t, 8, F (1,84), =) | <2, В) [Е (в) —F (8) J+A, D)f (19. — gi |+ 

+в) —F (t, 81) |} 
или, учитывая (28.12), окончательно получаем: 


Е <h(e, D) || F(t, 2) —F (t, в) (р )(А-А)[&—8и|, (28.18) 


где обозначено: 


17] = зар [1 (, 8) |. 
9 
Нетрудно показать, что имеет место следующее неравенство: 


TE. (8) — Tz, (8°) =| 8158 -— 8] хр {\(е, 0) (1+ 4) |=} + 


a ИЛ (2, ки 81) Il {ехр [A(e, D)(4+A)|z{]— 1}, (28.19) 


где g и <° — начальные значения в; и g;. 
Действительно, рассматривая наряду с неравенством (28.18) уравнение 


4 (в, D)||F—F]+X(e, Р) (4+) и (28.20) 


с начальным условием 


й |t=to = Up =|8i— 8: lito» 


$ 28] НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ПРЕОБРАЗОВАННЫХ УРАВНЕНИЙ 359 


решением которого будет 


и uy exp (в, 0) (1-54) [2-51 toxp [a(e, D) (1+ 4)]]2]—1), 


(28.21) 
убеждаемся в справедливости неравенства: 
[ве в < и< |g—g°lexp {% (в, 2) (41-4) [= |} + 
+ ESF exp ia(e, 2) (4+А) 21-1. 
После сделанных предварительных замечаний рассмотрим преобра- 


зование 5, преобразующее функцию F из класса C(D,A) в функцию 


со 


бо (В) = } Ла О ТЕ (РИ ТЕ (в) в} 4. (28.22) 


—cCO 


В силу вышеуказанного свойства периодичности «второго рода» функ- 
ции 7 io (#} по отнощению к gi 


ТЕ to (G+ 2m) = ТЕ (8) + 2т, 


а также в силу периодичности функций F(t,g) и Q(t,g,h,2) по отноше- 
нию к угловой переменной g с периодом 27, можем заключить, что 
5...(ЁР) также обладает периодом 2= по отношению к угловой перемен- 
ной в. 

Составим теперь оценки для функций: 


15.9 (Е) 515, 5(Р) — St, в (Е) |. (28.23) 


Используя условия (28.12), которым удовлетворяет функция F(t, g), 
а также свойства в) и г) функции Q(t,g,h,e) (см. стр. 353), имеем: 


9-5 ТЕ (в Иа ТЕ (ВБ < 10+ ТЕ (8); 0; ®} |+ 
+19 #2; Т 1 (8); F + 85 Та 1 (el; 8} —Q(t +2; TE (8); 0; =} |< 
<90{#-+=Ть 1 (8); 0; e} | +2 (е, 2) Ре; Tz, (8) |< М (2) +4(2, D)D. 
(28.24) 
Мажорируя (28.22), с учетом (28.11) и (28.24), получаем: 


Si, (2) |< {М (е) +2(2, 2) В} К \ ехр{—в 21} 4 = 


—© 


= {м (2) +X(e, D) D}. (28.25) 
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Согласно (28.22), учитывая при этом неравенство (28.11) и свойство 

г) (см. стр. 353), находим: 

15, <) — Sy, (В) |< 


<K ( exp{—alz PiQe-+s The FU+s ТЕ, 58} 


ОПТ; F [t-+ TF 1 (8%); } |dz< 


<K \ exp{—al2}}(2,D) (72 :@—TE els) |+1F e+; ТЕ 8 


—F[t+z;TF 1 (80) |} 42. (28.26) 


Согласно (28.12) имеем: 


Е @Ml=lFle+s т eis 
— Ра; Tr (8) - РИ 2 Тр, (8 РЕ; Та, 1 (87) |< 
< Рефат, -РЕ-Е ТЕ ВИАТЕ, (ТЕ, (el, 


в результате чего неравенство (28.26) представим в виде: 


|S, 5(Р) —9ь (Е) |< 
< К\(з, D)||F tt+2; ТЕ ‘1-Е [+272 (8) x 


x Voxp(—als 21} 4=-- КУ (®, Dy(t-+4) | exp{ als) HITE 1 (@)—TEa(g")|dz, 
‘ie, принимая BO внимание (28.19), вместо полученного неравенства 
можем написать следующее неравенство: 

1545 (®) — 5% (Е) |< Ke, БЕ ТЕ 8 
— Pets TF ВУИ ор 1242 Кб, В) 4+5) \ exp{—al]+ 


—oo —c 


+(e, D)(1+4) [Е 84 | 
WFlet 7? ,(8)] Е (+2577. ,(8)] | 


+ Ki(e, 2) (1-- А) о 
x gle ag 
F 2; а ; 
— К» (г, 0) (1-4) ee в [e+ 77 (8) 


x | ехр{ —ч[ =} 42 = К\(е, D){|g—g°|(1-+4)+ 


+||F—F |} \ ехр{ —ч[2|-- №, 2) (1-4) |2} 42. — (28.27) 


—c 
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До сих пор величины Д и А были произвольными; подберем теперь 
их как функции параметра =: D= D(z), A=A(z), таким образом, чтобы 


D(e)— 0, А(=)—0 при e—> 0 
и чтобы для всех ев, меньших некоторого ¢, выполнялись неравенства: 


2K (M(e)-+4(2,D)D}<D; “К» 


(=, D)(1+4) < А; 


: | (28.28) 
(4+4) ^@,2) <=; ROMs, 


Такой подбор D=D(z), A=A(s) всегда возможен, поскольку 
М (=) ->0, A(z, 2)—>0 при =->0, D— 0. 
силу того, что 
(1-4) ^(, 2) <4, 


очевидно, имеем: 


ехр{-— а -+ (1+4) [2142 <%. (28.29) 


Таким образом, учитывая (28.29), а также неравенства (28.28), 
вместо (28.25) и (28.27) окончательно получаем: 


(St, 9 (F)|<D(e), (28.30) 
| 8,5 (F) — 5 (В) [< А (8) 8 8+5 F-F I), (28.31) 

откуда, в частности, следует: 
15. 5(Р) —5ь и (Е)|< А (+) |8 —8°|. (28.32) 


В силу определения класса С (D, А) функции, принадлежащие этому 
классу, характеризуются тем, что для них выполняются условия (28.12). 

Для функций S,,,(/) выполняются условия (28.30), (28.31), анало- 
гичные условиям (28.12). 

Это означает, что функция S;,,(F) принадлежит к тому же классу 
С (О, 4), к которому принадлежит функция F, т. е. преобразование 9 
при = <е (для = <= путем соответствующего выбора Д и А мы получили 
неравенства (28.30) и (28.31)) переводит функции, принадлежащие классу 
С (р, А), в функции того же класса. 


При & = 85° из (28.31) получаем неравенство: 
|SF-SF|<4|F—F |, rae ||fl=sup/fl, (28.33) 


на основании которого с помощью теоремы Каччиополи — Банаха легко 
доказать существование и единственность решения уравнения 


F=SF (28.34) 
в классе функций С (О, A). 
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Теорема Каччиополи — Банаха*) формулируется следующим образом. 

Пусть имеется непустое множество {~} функций, определенных на 
одном и том же множестве Jt и обладающих свойствами; 

1. Каждая функция ф ограничена (быть может, своей константой): 


[$1 < В 


2. Предел равномерно сходящейся последовательности функций семей- 
ства также есть функция этого семейства. 

3. На данном семействе определен оператор, который каждую функ- 
цию этого семейства переводит в функцию того же семейства. 


Для любой пары функций 9, и ф. семейства имеет место неравен- 
ство 


[А (2) —А (1) |< т зар [$5 — $ |, где O<m<i. 


Тогда уравнение ф = А ($) имеет единственное решение. 

Проверим выполнение условий теоремы для нашего класса функ- 
ций РЁ. 

Функции F определены на классе C(D,A) и образуют, очевидно, 
непустое множество. Кроме того, имеет место неравенство 


|F (2,3) |< В 


В качестве оператора A имеем некоторое преобразование 5, которое, 
как показано выше, переводит функцию из класса C(D,A) в функцию 
того же класса. 


Для любой пары функций Ри Е имеет место 
|SF- SF\<+||F—F|, rae |Е-Е|]-=зар|Р-Е| (28.35) 


1 
и, следовательно, т=У . 


Покажем, что выполняется также и второе условие, т. е. что после- 
довательность из функций F,, принадлежащих классу C(D,A), равно- 
мерно сходится к функции Г, также принадлежащей классу С(О, A). 

Для этого возьмем функцию F, и построим функцию F,=SF,, 
которую назовем первым приближением уравнения fF = SF, при этом 
F,€C(D,A). Затем можем построить второе приближение F ,= SF 1» KOTO- 
poe также будет принадлежать C (D, oy И, вообще, можем построить 
(p+1)-e приближение: 


1=5Рр, (28.36) 


также принадлежащее классу С (2,4). 
Таким образом, получим последовательность функций 


Ех, Ел, Ро, 00s Fay eee, (28.37) 
принадлежащих С (О, A). 


Покажем, что эта последовательность равномерно сходится к функ- 
ции Ё, также принадлежащей классу функций С (О, A). 


*) 3. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leurs appli- 
cation aux equation intégrales, Fund. Math., t. III, 1922. 
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Для этого рассмотрим ряд 


Ро (ЕР. — Ро) + (Р.Е... (Еа-Е)+... (28.38) 
Если |Р,|< М.и |Е,|< М, (в силу того, что функции ограничены), то 
[Е - В |<М.- М, =М. 
В силу свойства (28.4) преобразования 5 имеем: 


|Past — Ри |= |5 (Fn) —S (Fa) |< msup|F,—Fy-1| (28.39) 


(m=$). 


Поэтому члены ряда (28.38) по абсолютной величине не превосходят 
соответствующих членов сходящегося ряда с постоянными положитель- 
ными членами 


M,+M+Mm+Mm?+... (m=), 


и, следовательно, последовательность (28.37), члены которой являются 
частичными суммами ряда (28.38), равномерно сходится к некоторой 
функции Л. 

Функции Р„, принадлежащие классу C(D,A), являются периодиче- 
скими по g © периодом 2л и удовлетворяют неравенствам (28.12). 

Так как Р =lim F,, а Е„ удовлетворяют этим свойствам независимо 


т со 
от п, то этим же свойствам будет удовлетворять и Ё, что означает, 
что F также принадлежит классу функций С (D, A). 

Итак, все условия теоремы выполнены, и следовательно, уравнение 
F=<SF имеет единственное решение. 
Обозначим его через 


F =f (t,g,¢). (28.40) 


По самому определению F оно принадлежит классу C(D,A) и удо- 
влетворяет условиям (28.12). 

Путем дифференцирования итерационных формул (28.36) нетрудно 
Установить, что если P(t, g,h,2), Q(t, g,h,2) в области 


t€R, 869, ВЕ, 0<e<e, 


имеют ограниченные и равномерно непрерывные частные производные 
по g, h до т-го порядка включительно, то производные от F,, по 8 
до т-го порядка также будут равномерно сходиться. 


Для этого рассмотрим последовательность, составленную из ЕО: 


PY FO cc BO con (28.41) 
и ряд 
FD ЕР — РЕ FP +... НЕ APP +... (28.42) 


’ 


В`силу существования непрерывных производных от Q(t. g,h,e) по gh 
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а также равномерной сходимости интегралов 


(7 @Q+2,8,h,6) dz, 


) 7) (¢-+2, в, h, 2) dz, 


—oo 


что очевидно в силу (28.11), а также ограниченности функций О (#--5, g, №, е) 
и их производных по g, h до т-го порядка, следует, что в выражении 
(28.22) можно дифференцировать под знаком интеграла по Bg: 


FO, = SFO = ‘ J (2) Q {tL 2, ТРЕП, Fp, =} dz (28.43) 


(P41, 25 0645): 
Ecau F® <N, (r=1,2,...,m), то принимая во внимание ограничен- 
0 


ность производных от (0 (Ё-2,5,й,е) по g, h до т-го порядка, имеем 
|FY |<, и, следовательно, 


| FY? — FY |<No4+ М = М. (28.44) 
В силу (28.19) находим 
[FY — FP |= |521? — SFY | = 


=i \7@ (Q 24 2, TE, Fy, e} —Q {0-4 ТР, Fos 2] dz|< 


<A (в, БЕ, — В, |= >, (3,0) М =М, 
[7 — FY | =| SFY? —5Р |= 


Cc 


=| (7 @ 1 + 2, TE, Fae} Q? 0-42, TE, Fy |< 


—CO 


<4, D)|Fa—Fil<(e,D) 5 M=+N. (28.45) 
Аналогичным образом получаем оценки для 
РР к (PS SPL 
и убеждаемся, что члены ряда (28.42) не превосходят по абсолютной 


величине соответствующих членов сходящегося ряда © положительными 
членами 


No+N,+N+5N42N4... 


и поэтому последовательность, составленная из ограниченных и PaBHO- 


мерно непрерывных функций FQ’, равномерно сходится 


Е > $. (28.46) 
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С другой стороны, так как последовательность {F,,} равномерно схо- 
дится к функции f;: 


ыы 


(что было показано), то эту последовательность можно почленно диф- 
ференцировать и, следовательно, согласно (28.46) 


d= /), 


т.е. } (1, g,¢) имеет ограниченные и равномерно-непрерывные произ- 
водные по g до т-го порядка включительно. 

Таким образом, мы установили, что функция f(t, е, е) удовлетво- 
ряет условиям леммы Т, и поэтому для завершения доказательства леммы 
остается показать, что соотношения 


h=H(t, g, г) (28.47) 


определяют интегральное многообразие для рассматриваемой системы 
дифференциальных уравнений (28.1). 

Для этого раскроем уравнение F = SF, 

Учитывая (28.22) и (28.47), получаем: 


со 


в, в)= (0-я Thiele); НЕЕ в Thi(g)is}dz. (28.48) 


— со 
Заменим здесь ена7! к, (8) изаметим, что согласно нашим обозначениям 
1 0) — f = 
‘veer to (2) =вь To, to (8°) = 5° 
имеем тождественно: 
f f 1 
T z,t Тен to = 1 Ри to: 


Тогда, вводя вместо Z в качестве новой переменной интегрирования 
*=2- и полагая для упрощения 


О Tite, 0 (8) = 81s 
из (28.48) получаем: 


foo) t 


м =} У (< —1)0 (<, Е, he, e)dt= 1 (*—00 (<, 8x, Ax, =) dt 


oO —oo 
+} J (s—t)Q (6, вх, te, =) dt. (28.49) 
t 
Дифференцируя это равенство по # как по параметру, получим: 


t 
dl dJ (t—t) 
ОО, go, hey elds +I (0) Q(t, вы, 8) — 


—co 


ore B 


at («— 
г 9 © (<, St. he, =) 4—/(--0)0 (Е, St hi, г). 
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Учитывая (28.6) и условие разрыва (28.7), окончательно находим: 


dh аа 
че = } SE Ole, bey hes dt + QUE, вы №, =), 


или согласно (28.49): 


TE = Hh, Q(t, в №, ®)- 


С другой стороны, по определению оператора т. ю Имеем: 
agi 
“dt =G(s)+P (t, 81» ly, =). 


Таким образом, 
8:= и to (8); № =F (ty Bt, г) (28.50) 


прёдотавляет решение рассматриваемой системы дифференциальных урав- 
нений (28.1), сводящееся при t=¢t, к g; f(t, 8, 2). 

Итак, найденное многообразие (28.47) является интегральным мно- 
гообразием для системы (28.1), удовлетворяет неравенствам (28.2) и 
(28.3) (в силу выбора класса функций С (О, A), для которого выпол- 
няется условие (28.2)), обладает по отношению к угловой переменной g 
периодом 27 и, кроме того, если P(t, в, В, е), O(t, g,h, 2) при O<e<e, 
имеют в области RQU, ограниченные и равномерно непрерывные част- 
ные производные по g, h до т-го порядка включительно, то й = (Е, 8, =) 
Также будет иметь ограниченные и равномерно непрерывные частные 
производные по g до т-го порядка включительно. 

Таким образом, лемма I полностью доказана. 

Укажем теперь следствие из доказанной леммы. 

Следствие. Из уравнений 


Е =С (=) Р (6, 8, h, в), 


adh 
‘at =Mh-+ Q(t, 8, h, =) 


видим, что угловая переменная $ для решений, лежащих на многообразии 


h=f(t, 8, ®), 
удовлетворяет уравнению 
“8 =G(2)+F (t, в, ¢), (28.51) 
в котором 
Е (1, 8, =) =Р(@&, в, f(t, 6,®), 2). 


При этом на основании леммы I Ё({, $, ®) определена для всех вещест- 
венных ¢, g является периодической функцией g с периодом 2* и удо- 
влетворяет следующим соотношениям: 


| F(t, в, ®) |< М (8) —>0, (28.52) 
[Е (1, =’, :) —Р (2, 8", &) |< № (e)—> 0. (28.53) 
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Кроме того, если Р (Е, в, В, е) обладает непрерывными производными 
по g,h до т-го порядка включительно, то F(t, &, =) также будет обла- 
дать непрерывными производными по g до т-го порядка включительно. 

Лемма ТГ. Если существует последовательность вещественных 


чисел {t,,} такая, что для некоторого = «в правые части уравнений 
(27.105) удовлетворяют равномерно на RQU, соотношениям: 


|P (t+ tins 8, h, =) —Р (1, 8, h, e)|—> 0, 
[9 (Е-Н tm, 8 №, =) —О (Е, 8, h, в) | 0, 


то тогда для этого в равномерно на Ю@ будем иметь: 


m—> оо, (28.54) 


(Е тт» &, =) — 1 (Е, &, е)|->0, т-> о, (28.55) 


где f(t, &, г) — интегральное многообразие, для системы дифференциаль- 
ных уравнений (27.105). 

Доказательство. Возьмем некоторую функцию F(t, g) из 
класса С (О, A), где, как и в лемме I, D и A выбраны как функции е: 


D=D(:), A=A(2). 
Заметим, что при доказательстве леммы I решение уравнения 


4 Рав, F(t, 8), 5) (28.56) 


мы обозначим следующим образом: 


TL ue: (28.57) 


где z=t—t,. Следовательно, здесь переменная &, a также индекс прив 
равнялись сумме нижних индексов при 7’: 


=, 
и следовательно, подставляя (28.57) в (28.56), можем записать: 


Ч (6) + Platte, вы F lz +t, 81, 9. (28.58) 


Рассмотрим теперь следующие выражения: 
у.=Т#1(8); у = Танк (8); (28.59) 


в силу (28.56), (28.57) и (28.58) видим, что эти выражения будут удо- 
влетворять следующим двум уравнениям: 


dye 
че = (3) Patty; Fl2t+t; 9.1; =}, (28.60) 
аут a 

= =@(е) + Plztit+s уз; Вет; у; =}, (28.61) 


где 2+ 2--#--* также представляют собой сумму нижних индексов 


соответственно у функций y,=T? ,(g) и у = ТЕ 1+< (2), причем здесь 
дифференцирование по { заменено дифференцированием по 2. 
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Условимся обозначать: 
| Px —Р|]= зир|Р (#- <, 8, h, =) —Р (1, 8, h, e) |; (28.62) 
t,g,h 
| P-—F |=sup|F +5, 6) F(t 8) (28.63) 
для (ЕВ; 869; hev,. 
Вычитая (28.60) из (28.61), получим: 


4(у;—у9:) _ 1 oe aT. : eg hae etd: | A 
SB ee PE 92; Fz pits; yz]; =} —Р {2-8 уз Е [2+ ву]; =}. 


(28.64) 


Применяя обычный мажорационный прием, оценим, учитывая нера- 
венства (28.14), (28.15), правую часть полученного уравнения. 
Имеем: 


| Р{&-2-- 3; yz; F [zti+; уг]; в} — Р{а-- в у,; F [z+t; у,]; в) | = 
=(P{z+i+s уз; Е [8 Е-- с; уз]; в} - Р {8-Е т; у,; Fl2tt++; у]; е} + 
+Piztti+t у,; Е [8-Е 5; у,]; =} — Р {а 1-х; у; Е [8+ Ву.) e+ 
+P{zti+s уз; В [В у]; 8} — Р{&- вуз Flz-+t; у.]; =} [< ` 
<A(e, D) {| уё — у, | НЕ (2 +t+4; уг) — Е (2+t+3; у.) |+ 
—^ (+, ) | Е [#- Е, yJ—F [8+ в УЛ |+ Р-Р], (28.65) 


или, принимая во внимание, что согласно (28.12) имеет место нера- 
венство 


[Е (z+t++, yz) Е (2-+-t++, y,)|<Alyz— у, |, (28.66) ` 
находим: 
4 (y™— yz) 
— | Se, 0) (1+4) у: —у.|--^№(е, D) | Pe—F [+1] Po? ||. (28.67) 


Решая полученное дифференциальное неравенство, окончательно полу- 
чим: - 
|P,—P || +4 (=, D) || F,—F 
< — 
lye US he D) +4) 
С другой стороны, по определению преобразования S;, (PF), (28.22) 
имеем: 


И одре, 2) (1+4) |21-—4}. (28.68) 


со 


Stes о(Р) —бь(Р)= J 1 (8) Фиат уз; Flt+2+5 yeh 8] — 
—Q[t+z2; у; Е [+4 У.]; =} 42. — (28.69) 
Мажорируя правую часть (28.69), учитывая при этом, что 
| J (2) | < Кей, 
находим: 
| ен, 0(F) — 5. oF) < К {| сч (а, 9) (1+4) 5—1 
+10-—01+ 2%, Р)| Е.Е} 48. = (28.70) 
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Выберем теперь D u А такими же, как в лемме I, т. е. положим, 
ЧТО ДЛЯ в < в выполняются следующие соотношения: 


2K (M (2)+h(e, D)D}<D; “Кл, 0) (1-4) <A; 


у (28.71) 
Я-А, р) <<: BOP x <4, 
где Л (=) ->0, А (=)->0 при г-> 0. 
Принимая во внимание (28.68), из (28.70) получаем: 
(Stic, (Е) — S81, 9(F)|< 
¢ PoP FM ЕР Il 
<K Q ene! [аа | у entre —1) +|0:—0| + 


+iA\| Fe —F |] dz=K \ ен Pe — Pll +-d|| Fe —F ||) — 


— eA (|| Po — P| +d] Fo— Р р +e (Qc — QI FA Fe ФЕ} dz = 


со 


=K \ {e-aal+ кача (||Р.—Р ||. —Е|-не-“ (|| Q2—Q||+|| Px — P |}. 
(28.72) 

Так как ^(1--А) <=, то 
к \ охр{ —а|2|-- А (1+4) | 2} 42 < 4, (28.73) 


—oo 


и из (28.72) имеем: 


| Size (Е) — 5 (Е) |< “Е Р-Р ++ 


425 (10-—01+1.—2|), 


8Kh (е, D) 
или, принимая во внимание, что а = 


<1, окончательно получаем: 


[бак oF) — St, oF) <5 И- 2 (1@:—@ | +I Ps — PI, 


или сокращенно 
| (SF); SF | <4 ||Fo—F + (1Q:-Q| +l Pe— Pil}. (28.14) 


Заметим теперь, что в лемме П функции F(t, g) удовлетворяют 
всем условиям, необходимым для выполнения принципа Каччиополи — 
Банаха. Поэтому уравнение 


Е=5Е (28.75) 


имеет единственное решение, которое мы обозначим, так же как ив 
лемме I, через 


F=f(t, g,e). (28.76) 
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Очевидно, что в данном случае последовательность {Fn } будет рав- 
номерно сходиться к функции } ($, g, ®): 


||Fv—f|| +0 при М> <. (28.77) 
Обозначим теперь ради сокращения: 
и 
== {10.—91+12Р--Р]}. (28.78) 


Тогда из (28.73), полагая поочередно: F=F,, F=F,,..., получим: 


nips 4 
{Pde Fy |< 9%; (2). -—Fell<z КЕ, Е. в«= 


и 4 4 
|(F3)e—F3||< Citys + Joss ee 


Вообще 
| (Ри) — Ем |< 20... (28.79) 
Так как согласно (28.77) 
am Fy=f, 


то очевидно, что 
lim (Fy) = К. 
М№М-со 


Поэтому, переходя в (28.79) к пределу, получаем: 


I| Ne — < 20, 


или, раскрывая это соотношение, принимая во внимание (28.78), видим, 
что везде на RQ для любого * имеет место неравенство 


Кан я К в, [< *^ (0--0|+1--21. — (28.80) 


Пусть теперь {и} будет последовательностью из А такой, что для 
некоторого ве < равномерно на RQ выполняются соотношения: 


[9 (t+ tn &, №, в) — Q(t, в, В, г) |0, 
Р-Н чи, 8, h, а) ~ P(t, g, h, в) | >0 


при m—> oo. 
Тогда для этого в 


19-„—9|-—0, [Р-„-Р]-—0 
при т-—> со, и, следовательно, согласно (28.80) равномерно на RQ вы- 
полняется соотношение 


|f(¢++,, &, е) — 1(Ь а, =) |->0 при т-—> о, 
доказывающее лемму П. 
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Из доказанной леммы вытекает следующее следствие. 

Следствие. Если функции P(t, g,h,:), Q(t, g,h, е) являются 
почти периодическими функциями # равномерно по отношению к yg, h 
в области 2U,, то тогда и F(t, в, =) оказывается почти периодической 
функцией равномерно по отношению к ЕЕ® с частотным базисом функций 
P(t, в, В, =), Q(t, в, В, =). Справедливость этого следствия очевидна после 
сопоставления формулировки леммы I], следетвия к лемме I и опреде- 
ления почти периодических функций (см. стр. 353). 

Заметим, что из следствия к лемме II, а также пз самой леммы 
вытекает следующий результат: 

Если f(t, 2) есть функпия почти периодическая равномерно по отно- 
шению к x, а множество {w,} является ее частотным базисом, то тогда 
F(t, x) также будет функцией почти периодической равномерно по отно- 
шению к х с тем же частотным базисом. 

„Лемма IIIT. Можно указать такие положительные постоянные 
=’, |, С, og, ©, (причем в, <<, <р, es’ <e), что если 5$ характеристиче- 
ских чисел матрицы Н имеют отрицательные вещественные части, 
а остальные п — 1 — $— положительные, то для каждого =< =’, любого 
вещественного & и любого g, из 2 в некоторой окрестности Их суще- 
ствует 5-мерное многообразие 3} (ty, Yo, =) точек {h} со свойствами: 

1) Если*) для t=t, 


hy€ Ua, но №, EM (to, Bo, $), 


то тогда для некоторого # > & 
hp € Uy. 
2) Если для t=t, 
hy EM (to, So» =), 


TO тогда для всех t Sly 


. [№ — f(t, Bt, =) | < Сет!!! | ty — 1 (to, 80» =) |, 


где (2, hy) представляют (51, h,) при ЕЁ = &,, 1 — положительная постоянная. 

) Если все характеристические числа матрицы имеют положитель- 
ные вещественные части (5 =0), то многообразие IW (&, go, =) вырождается 
в точку h = f (to, 8о› 8). 

4) Если, наоборот, вещественные части всех характеристических 
чисел матрицы Н отрицательны, то многообразие M(t, Zo, ¢) совпадает 
со всей окрестностью U,,. 

Таким образом, лемма утверждает, что если начальные значения 
какого-либо решения системы (27.105) не принадлежат к точечному 
5-мерному многообразию Mt (to, Yo, =), лежащему в (п-— 1)-мерной окрест- 
ности U,,, то © течением времени это решение будет удаляться 
от 3 (14, Zo =) и, в частности, выйдет из некоторой области И, 
где o, >0.. И наоборот, те интегральные кривые, начальные значения 
которых принадлежат (1, 2%, =), © течением времени будут стремиться 
к 5-мерному многообразию интегральных кривых, параметрическое пред- 
ставление которых мы обозначили через } (7, 5, =). 


*) Здесь, как обычно, #=21, h=h; обозначает решение рассматриваемой системы 
дифференциальных уравнений (27.105). 
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Доказательство. Вместо дифференциальной системы (27.105) 
будем рассматривать интегро-дифференциальную систему: 


м = } 7-0 в hee) det I (yA; 
2 (28.81) 


8 — G(e) +P (t, 8 й,, =) 
(при t=t), 8, = 8p), 


где А — некоторый произвольный фиксированный вектор из L, ,. 

Применяя для исследования этой системы способы получения оце- 
нок, применявшиеся в лемме I, для значений =’, oy, с), подчиненных 
условиям 


в’ «в, О (=') < в, 59 < 9, «р (28.82) 


{rye г, р определены в лемме Г), нетрудно установить следующий результат. 
Для любого значения параметра е и любого вектора А из Е, 
удовлетворяющих неравенствам 


O<e<e’, [Al <a: 


a) система (28.81) имеет одно-единственное решение (g,, h,), для кото- 
рого h,€U., для веех >; 
6) для этого решения 


hy = (to, t, 81, A, =), (28.83) 


где Ч (1, 2, g;, А, е) — непрерывная функция своих аргументов, удовле- 
творяющая условию Липшица вида 


{WY (eo, t, 8’, A’, =) — WV (ty, t, =”, А", =) | < У (в, во) |8’ — 8"|-+ 
+p(e, aye 20 ae ee >, (28.84) 


а 
где у(е, %)) и в(е, 69) стремятся к нулю при =—>0, в, ->0, а  — некото- 
рая положительная постоянная. 
Дифференцируя выражение 


= \ J (s—0O(%, в, hey s)dc+J(t—t,)A, <, 
to 


go { как по параметру, на оснований уравнения 


я = —HJ = —УН при #0 


и условия разрыва 


J(-0)—-J(+0)=E 


видим, что решения интегро-дифферепциальной системы являются реше- 
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ниями системы дифференциальных уравнений (27.105): 

dg 

7 TE) +P, 8, h, =), 

ай 

= Hh t+ Qt, 8, h, =). 


Назовем решением типа 5 любое решение уравнений (27.105), для 
которого 46 Us, ЕП. для всех t> Ц. 

Покажем, что всякое решение типа S является решением интегро- 
дифференциальной системы (28.81) при A=hy. 

Для решения (5,,й,) системы (27.105), очевидно, имеет место 


Ч — Hh, + Q(t, в hu 2): (28.85) 


Умножим обе части этого тождества на J (< —#) (< — новая перемен- 
ная интегрирования) и, проинтегрировав полученное соотношение в пре- 
делах от ¢ до © иот fy до &, получим: 


dh foe) foo} 
Ic) = \ (к —1) Hhede + | (4—4) O(c, 8x, №, =) 4", — (28.86) 
1 : 


dh, ‘ | 
1-Е = } J (ct) НР аз \ 1—1 0(<, ry №, e)ds. (28.87) 
to 


to 


5.—>- т 


Интегрируя по частям левые части выражений (28.86) и (28.87), 
находим: 


г dh er 
\J@-) a= ~F(+0)h,— \ WE) рак, 
t 


t 
\t 


\ 76-9. SE ds=J(—0)hy— J (ty—t) hg + \ PE) reds. 


Принимая во внимание уравнение 


= JH = —HJ,t# ty, 


последние соотношения можем записать в виде: 


dh С 
Гео = —J(40)hy+ \ J («—1) Нах, 
t (28.88) 


ав. ‘ 
J (s—t) 4 =1(—0) А, — Л(а —tHh+\ J (5-2) НА. ах. 
dt 0 


to 


—- “tg 
—— ome” 


Складывая теперь тождества (28.86) и (28.87) с учетом (28.88) 
и условия разрыва для матрицы 4 (1) при ё=0: 


J (=O) ky —F (+0) iy = hy, 
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убеждаемся, что 
Co 


м = Ле -00(<, Bey Вы 2) d+ I (tg — 2) he (28.89) 
to 

тождественно, откуда следует, что наше решение (g,, h,) удовлетворяет 
интегро-дифференциальной системе (28.81) при A=h,y. 

Но решение интегро-дифференциальной системы существует лишь 
для |А| < в,; поэтому hy, стоящее в выражении (28.89), принадлежит Оз. 

С другой стороны, решение h, дифференциальной системы, принад- 
лежащее области U,,, начальное значение которого hk, принадлежит Из, 
мы назвали решением типа 5. 

Следовательно, решение типа 5 является решением интегро-диффе- 
ренциальной системы при А=й.. 

Учитывая, что интегро-дифферевциальная система (28.81) имеет 
решение при |А| «о, допускающее параметрическое представление: 


h, =V (to, $, St, A, e), 


и то, что решения типа S, т. е. решения дифференциальной системы, 
для которых [№ |< в, являются решениями интегро-дифференциальной 
системы при А-=й, для решений дифференциальной системы можем 
написать: 


h, = (to, Ь в, А, =), |A] < op. (28.90) 


Решения интегро-дифференциальной системы существуют при усло- 
виях: 

в’ < в, О (з') < 9%, 99 «р, |4А| <. = (28.91) 
Следовательно, решения типа S существуют при тех же условиях. 

Но условия (28.91) эквивалентны условиям, при которых суще- 
ствует 5-мерное многообразие интегральных кривых для дифференциаль- 
ных уравнений (27.105), параметрическое представление которого мы 
обозначили через h =f ($, 8, 3). 

Таким образом, условия, при которых существует интегральное 
многообразие для дифференциальной системы, и условия, при которых 
существуют решения типа ©, эквивалентны. 

Так как решения типа 5 являются решениями той же дифферен- 
циальной системы, что и h=f(t, g,2),u существуют при тех же усло- 
виях, то отсюда следует, что все решения, лежащие на интегральном 
многообразии h=f(t, &, =), принадлежат к типу 5, и, следовательно, 
они являются одновременно решениями  интегро-дифференциальной 
системы (28.81). Поэтому для каждого из них можно указать - соответ- 
ствующее А = А’, т. е. эти решения можно представить в виде 


h=f(t, g,s)=V (ty, Ь в, А’, =’). (28.92) 


Устаповив, таким образом, что всем решениям, лежащим на инте- 

гральном многообразии 
h=f(t, в, ®), 

соответствует некоторое A = А’, мы всилу того, что все решения интегро- 
дифференциальной системы являются решениями дифференциальной 
системы, в неравенстве (28.84), справедливом для решений интегро-диф- 
ференциальной системы, вместо одного из этих решений можем напи- 
сать решение (28.92), лежащее на многообразии й=}(,8,=) и завися- 
щее от A= A’, 
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В результате получим; 


—to| 


ahi 
ев, —Y (tq, t, g, A, 2)|<u(e,o,)e 2" |A’— Al, #>ь, (28.93) 
где f(t, g,e) представляется формулой (28.92). 

Так как решения типа 5 являются решениями интегро-дифферен- 
циальной системы при A=h,, то вместо решения интегро-дифференци- 
альной системы V(t), Ё, 8, А, =), заменяя произвольное фиксированное # 
на g;, можем взять решение дифференциальной системы h,, причем 
в правой части вместо A, соответетвовавшего W(t,,t,g,A,2), будет 
стоять hy, так как WV равно h, при А=й,; вместо А’ можем поставить 
начальное значение f(t, 5,е). 

В результате вместо неравенства (28.84), имеющего место для реше- 
ний интегро-дифференциальной системы, получим следующее неравен- 
ство, имеющее место для любого решения h, типа S: 
| #— 


[f(, въ =) — №: [< в (в, oe ? ”" LF (gs Bos #) = fo || (28.94) 
Рассмотрим теперь множество точек {hk} из Их, для которых 
h=W (ty, to, &o А, =), [4] < 9%, 


соответствующее данным фиксированным ty, Zo, е, и обозначим его через 
M (Los Sor =). 

Тогда, так как для всякого решения типа 5 выполняется COOTHO- 
шение (28.90): 


h, =W (to, t, 8A, =), ГА | < со, 
то, положив в нем #={, получим: 
аа, 58. А, =); Ав, 


Следовательно, для всякого решения типа S h, должно принадле- 
жать M(t, 8,°). 
Отсюда следует, что если для #ё=& имеет место: 


h, € Uso, но h, EM (fo, Sto» =), 


то соответствующее этим начальным условиям решение (g,,h,) не может 
принадлежать к типу S (так как в силу вышесказанного для решения й, 
типа S при 2 = А, Е (to, Bio =)) и, следовательно, согласно определению 
решений типа ©, h, не будет оставаться в окрестности U,, для t > ty. 

Таким образом, первое утверждение леммы Ш доказано. 

Докажем второе утверждение. Как уже отмечалось, решение инте- 
гро-дифференциальной системы (28.81), обладающее свойствами а) и в), 
существование которого выше установлено, является в TO же время 
решением дифференциальных уравнений (27.105). 

Благодаря свойству б)` имеем: 


hy = (в, by, Boi Ar 8) (28.95) 


и так как решение дифференциальной системы (27.105) всепело опре- 
деляется начальными условиями, то очевидно, что если (g;, h,) есть 
какое-либо решение дифференциальных уравнений (27.105), для кото- 
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рого справедливо (28.95), то оно является также решением интегро-диф- 
ференциальной системы (28.81) и обладает свойствами а) и в). 
Таким образом, если для некоторого решения уравнений (27.105) 
при #=&% 
hy Е mM (to, Sto, =), 


то тогда оно принадлежит к типу 5, и поэтому для него выполняется 
неравенство (28.94), что и доказывает второе утверждение леммы. 
Докажем теперь третье и четвертое свойства леммы. 
Пусть, в самом деле, s=0. Тогда из определений (28.5) матрицы J (2): 


е-Ни 0 


J(t)=—U 0 0 


(1 ana t>0, 


0 0 и 
J(i)=U 0 аа UO для t <0, 


следует: 
J (t)= ей, #>0; J(t)=0, «<0, (28.96) 
вследствие чего интегральное уравнение системы (28.81): 


со 


И ( J (t—1)Q (6, ве, he, 2) dt+J (ty —t) A, ty <t, 
to 
примет вид, | 
ae \ eH 1-9 0 (5, во, he, в) dt, t > by (28.97) 


t 


(так как в силу (28.96) для ty-t<0 J(t,—t)=0), в котором отсут- 
ствует произвольный вектор A. Отсюда следует, что MM (&, &,®), состоя- 
‚ mee из начальных значений h, (28.97), вырождается в точку, и так 
как всегда f (fo, 8, =) EM (49, 8,2), то видим, что в данном случае 
M (to, Zo, =) состоит из одной точки: h, =f (to, Bo, е). 
Пусть теперь, наоборот, s=n— 1. Тогда по определению (28.5) 
матрицы J (1) имеем: 
J(t)=0, t>0; Л =е, t <0, 
и интегральное уравнение системы принимает следующий вид: 
t 
в, = \ eH (tt) 0 (2, во, he, в) de + eH 4-ю A, t > ty, (28.98) 
to 
откуда, в частности, следует, что А =Й,. 
Однако легко видеть, что уравнение (28.98) является тождеством 
для любого решения дифференциальных уравнений (27.105) при любом hy. 
Таким образом, в данном случае 


M (№, Bor &) = Оз. 
Пусть, наконец, и $ + 0, ип — 1 — $ 52 0. В этом случае член J (t — ty) A, 


посредством которого вектор А входит в интегро-дифференциальную 
систему (28.81), может быть представлен в форме: 


0 0 0 0 2 
U 0 eH-(t-to) U*tA=U 0 e-He (t-te) Ua, (28.99) 
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где 
0 0 


О 1, 


UA, (28.100) 


и 1, является 5-мерной единичной матрицей. 
Отсюда можно заключить, что тождественно 


W (t,, 2, g, А, =) = WV (t,t, g, а, &). (28.101) 

С другой стороны, при произвольном A вектор а, определяемый’ 

равенством (28.100), имеет всего $ независимых компонент: d,,..., 4,, 
вследствие чего уравнения 

h = ¥. (fo, bo, 8, А, =), (28.102) 


характеризующие многообразие (ty, &,=), могут быть представлены 
в виде 


й=й (а, -..,а,), 


где 1 (а:,..., а,) — функции 5$ параметров, зависящие от ty, &,= и удо- 
влетворяющие в силу (28.84) условиям Липшица. 

Итак, 3} (to, 5, =) — $-мерное многообразие, что и завершает дока- 
зательство леммы ПТ. 

Примечание. Из леммы Ш следует, что в окрестности QU,, 
может находиться лишь одно-единственное интегральное многообразие 
для системы (27.105), а именно многообразие 


й =} (1, 8, =). 
В самом деле, это утверждение очевидно в случае з=0. Случай 
s=n—1 переходит в первый, если в уравнениях заменить & на — &. 
Остается рассмотреть случай: O<s<n—1. 
Пусть в окрестности @U,, лежит некоторое интегральное многообра- 
зие системы (27.105), которое мы обозначим через S;: 


5 QU, — © <ё< о. 


Покажем, что оно будет единственным для системы (27.105). 
Из леммы Ш следует, что если g,,h,€S;, то должно быть 


hy E Mm (to; 80, =). 


: 
Возьмем теперь произвольное малое положительное ч и выберем 
такое положительное 2, чтобы удовлетворялось следующее неравенство: 


26, Cet? < 4, (28.103) 


где у— положительная постоянная. 
Затем возьмем произвольное’ вещественное #{; и положим t= t,— 2. 
Тогда вместо (28.103) получим: 


2 в Се-т 6-9 < т. (28.104) 


Рассмотрим некотарое другое интегральное многообразие системы 
(27.105) S,,, также находящееся в окрестности 80... Пусть (8, №) будет 


произвольной точкой 5, . 
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По определению интегрального многообразия ©, решение (¢;, h;) 
системы (27.105), которое принимает значение (g,h) при t=t,, лежит 


на 5, при любом 2. В частности, (Sig: р) 5 и поэтому 


ТЕ 3 (to, Stor г). 


Но тогда согласно лемме Ш имеем: 


[h— f (ty, 8, ®) | = [her — f(t В» ®) [< Се-т 149 | 1, — } (toy Btos =) |, 
или в силу (28.104) 
[®— 1 (ty, 8, =) | = №, — F(t, 8,8) < 2в Сет № < 4, 
откуда вследствие произвольности 1 
й =] (11,2, е). (28.105) 


Takum образом, из соотношения (&,й)Е 5: следует (28.105), что 
и доказывает наше утверждение о единственности интегрального много- 
образия для системы уравнений (27.105). 

Остановимся еще на некоторых следетвиях из этой леммы. 

Следствие 1. Согласно доказанной лемме очевидно, что, если 
вещественная часть хотя бы одного из корней уравнения 


Det | р/„1—И|=0 (28.106) 


положительна, рассматриваемое интегральное многообразие h = f(t, g, е) 
обладает свойством отталкивания всех близких к нему решений, за исклю- 
чением решений, начальные значения которых лежат на особом точеч- 
ном многообразии (4, 5,,=), причем размерность 3) (&%, Zo, =) меньше, 
чем размерность всего фазового пространства. 

Таким образом, в этом случае яюбое решение, лежащее на инте- 
гральном многообразии 


й =} (8,2), 
оказывается неустойчивым. 
Если вещественные части всех корней уравнения (28.106) отрина- 
тельны, то данное многообразие, наоборот, обладает свойством притя- 
жения близких решений: 


[te — F(t, 86 2) |< С | — 1 (to, ва» в) [ето 1. (28.107) 
Следствие 2. Рассмотрим первое уравнение системы (27.105) 


а 
Ft = G(s) + P(t, 8s hi 8) 


и к правой части его добавим, а затем вычтем выражение 


F(t, g:, =) =Р (2, 81, f(t, 81,4), =): 


В результате получим: 


а 
ЕЕ = @ (в) 4 F(t, 81,2) +P (ty Bishi, =) — P(t в, F(t, B18), ®), 
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или 
= EF Ct, 81,2) =P (t, а, №, =) —Р (2, 8,, F(t, 21,8), =). 


Применяя обычный мажорационный прием к правой части полученного 
равенства, учитывая при этом свойство г) функции P(t, g,h,e) 
{см. стр. 353), находим: 


чи. G(s) — Е (8, г) 
=Р (вы, )—Р(Ь 8 ГЫ, 8, 2), г) |< A(2, в) [№ — }(&, Br, 8) |, 


rye A (в, с) > О при = —> 0, <—>0, откуда, принимая во внимание неравенство 
(28.107), окончательно получаем: 


“Bt _ G (2) —F (t, 81,8) | <CX(e, 0) ett) fy, — f (to, Bto, в) |. — (28.108) 


$ 29. Соответствие между точными и приближенными 
решениями основного уравнения 
на бесконечном интервале 


Перейдем теперь к приложению лемм, доказанных в предыдущем 
параграфе. 

Эти леммы были нами сформулированы применительно к системе 
уравнений (27.105), к которой было приведено при соответствующих 
условиях основное уравнение (27.1). 

Сформулируем сейчас и докажем ряд теорем, перенеся формулировку 
свойств решений системы уравнений (27.105) на решения основного 
дифференциального уравнения (27.1), помня при этом, что в процессе 
приведения его к виду (27.105) была сделана замена переменной ef —> #. 
Начнем со случая квазистатического решения, когда выпадает зависи- 
мость от угловой переменной. В этом случае можем сформулировать 
следующую теорему. 

Теорема Г. Пусть функция Х (t,x), входящая в уравнение 


MF = eX(t,2), (29.4) 


удовлетворяет следующим условиям: 
а) Уравнение первого приближения 


& = eX, (8), (29.2) 


в котором 
T 
; 1‹ . 
Х (8) = Шаг \ Х (4, 2) de, (29.3) 
0 


имеет квазистатическое решение & = &. 
6) Вещественные части всех n корней характеристического уравнения 


Det | pl — X%(&,)|=0, (29.4) 
составленного для уравнений в вариациях 
| й , 
OE = eX be (by) 88, (29.5) 


соответствующих квазистатическому решению &=&, отличны от нуля. 
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в) Можно указать такую р-окрестность О, точки &, в которой 
Х (1, х) — почти меряОДические функции # равномерно по отношению 
к £ED,. 

г) Функция Х (1,1) и ее частные производные первого порядка по х 
ограничены и равномерно непрерывны по отношению K в области 


<< о, зЕБ,. 


Тогда можно указать такие положительные постоянные в’, cy, 9, 
(причем og<o, <p), что для всякого положительного ¢ < г’ справедливы 
следующие утверждения: 

1. Уравнение (29.1) имеет единственное решение x= 2* (1), опреде- 
ленное на всем интервале (— со, со), для которого 


ja* (t)— El <a, — © << о. (29.6) 


2. Это решение z*(¢) является почти периодическим с частотным 
базисом функции Х (t, 2). 
. Можно найти такую функцию 6(c), стремящуюся к нулю вместе 
© г, что будет иметь место 


| 2* (И -&|<8(), — © << о, (29.7) 


4. Пусть a(t) является любым решением уравнения (29.1), отлич- 
ным от 2*(1), удовлетворяющим при некотором # = неравенству вида 


| x(t) — Ey | < 9%. (29.8) 


Тогда, если вещественные части всех корней характеристического 
уравнения (29.4) отрицательны, расстояние |x (1) - 2* (1)| стремится 
к нулю для t—> со, причем 


| z(t) —=2* (10 |< Сет, (29.9) 


где С и у1— положительные постоянные. 
Если вещественные части всех корней характеристического уравне- 
ния (29.4) положительны, то можно найти такое #, > ty, что: 


[2 (11) —&|> o4. (29.10) 


Если $ вещественных частей рассматриваемых корней отрицательны, 
а остальные N—S положительны, тогда в сву-окрестности точки В 
существует 5-мерное точечное многообразие Mr такое, что из соотношения 


% (Eo) Е Meo 
вытекает экспоненциальное стремление к нулю (при #-> со) разности 
{x(t)—& |, а из соотношения 


Z (to) Е Mo 


следует справедливость неравенства (29.10). 
Сделаем теперь некоторые примечания к этой теореме. 
Примечание 1. Как видно, всилу свойства 4) решение x* ({) будет 
устойчивым, и притом асимптотически, когда вещественные части всех 
корней рассматриваемого характеристического уравнения (29.4) отрица- 
тельны. 
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Если вещественная часть хотя бы одного из корней характеристи- 
ческого уравнения (29.4) является положительной, решение z*(t) ока- 
зывается неустойчивым. 

Примечание 2. Пусть в дополнение к условиям теоремы | 
Х (2) является периодической функцией { с некоторым периодом 7, 
не зависящим от Z. 

Тогда, в частности, имеем: 


Х (t, x) dt, 


Tc 


T 
р 1 ; 4 
lim 7 \X(e)dt= 
Q 


> —а 


и поэтому 


Хх = Ах, ae. 


ote 


Поскольку частотный базис функции X (t,x) состоит в этом случае из 
т e 
одного числа —, видим на основании свойства 2), что в данном слу- 


чае решение 2* (1) будет периодическим с периодом 5. 
Доказательство теоремы I. Справедливость теоремы I выте- 
кает непосредственно из доказанных в предыдущем параграфе лемм. 
Действительно, уравнение (29.1) в рассматриваемом квазистатическом 
случае путем преобразований 


a=t,+b, (29.14) 
b=h-+ev(t, h) (29.12) 

приводится к виду 
a =Hh+Q(t,h,®), (29.13) 


где Q(é,h,¢) при выполнении условий настоящей теоремы удовлетворяет 

Условиям, приведенным на стр. 353, и, следовательно, решение системы 

(29.13) h=h(t) будет обладать свойствами, указанными в леммах. 
Поэтому, рассматривая разность 


(О-о (В) 


убеждаемся на основании леммы I в справедливости свойства 1). 

В лемме П установлена почти периодичность h(t) по ¢. Из выра- 
жений (27.73), где функции В+ ($’, b’) в силу того, что они выража- 
ются через Х (1,1), являются почти периодическими относительно # 
с частотным базисом функции Х (12), следует, что u(t,9,b) также 
являются почти периодическими функциями # с тем же частотным бази- 
‘сом. Поэтому из (29.11) и (29.12) следует, что х(- почти периоди- 
ческая функция { с частотным базисом функции Х (1,5), что и устанав- 
ливает справедливость второго свойства теоремы. 

Свойство 3) следует из леммы I, так как мы всегда можем поло- 
Жить 


5) =D(e) +26 (a), (29.44) 


при этом @ и 7 выбраны таким образом, что eG (a) 1 50 при ¢—>0 
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(см. (27.75)), и, следовательно, так как Д (=) также стремится к нулю 
при -—>0, то 8(=) будет стремиться к нулю при =->0. 
Для доказательства свойства 4) рассмотрим неравенство 


| x(t) —a* (t)|<|h(t)—F(t,2)| =[9 (61) - (< (1-й (0 — f(t, 2), 
(29.15) 


где й (1) — любое решение системы (29.13), принадлежащее области И. - 

Сопоставляя это неравенство с результатами леммы ПТ, убеждаемся 
в справедливости четвертого свойства. Таким образом, теорема пол- 
ностью доказана. 

Перейдем теперь к рассмотрению решений в окрестности периоди- 
ческого решения уравнений первого приближения, когда роль угловой 
переменной является существенной. 

В этом случае может быть доказана следующая теорема: 

Теорема II. Пусть для дифференциального уравнения 


ах 
a г (1, 2) (29.16) 
выполнены следующие условия: 


а) Уравнение первого приближения 


= =Х.(), (29.17) 
где 


T 
Х (8) = lim 7 \ X(t, Dat, 
0 


имеет периодическое решение 
Е=Ё (swt); E(pt+2n)=£ (9). . (29.18) 


6) Вещественные части всех (n—1)*) характеристических показа- 
телей для уравнений в вариациях 
dd , 
OS =: eX) (E (ew!) 88, (29.19) 
соответствующих периодическому решению (29.18), отличны от нуля, и 
Р ($, 0) ==0 (см. (27.46). 
в) Можно найти такую о-окрестность U, орбиты этого периоди- 
ческого решения, что функция X(¢, x7) и ее частные производные по х 


до т-+ 1-го порядка включительно будут ограничены и равномерно. 
непрерывны по отношению к 2 в облёсти 


— © <Ё< о, 26 0,. 


г) X(t, 1) — почти периодическая функция { равномерно по отноше- 
нию к LE U,. 

Тогда можно указать такие положительные числа 2’, су, ©, (в, < 
<o,<9), что при любом положительном <=’ будут справедливы 
следующие утверждения: 

1. Уравнение (29.16) имеет единственное интегральное многообра- 
зие 5,, лежащее для всех вещественных ¢ в области U,. 


*) Один характеристический показатель, как уже отмечалось, в данном слу- 
чае всегда равен нулю. 
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2. Это многообразие 5, допускает параметрическое представление 
вида 


a=f(t, 9). (29.20) 


Здесь *) 7(1,6) определена для всех вещественных &, 0, обладает 
периодом 2% по отношению к 0 и является почти периодической функ- 
цией { равномерно по отношению к @ с частотным базисом функции 
X (t, x). 

Можно найти такую функцию 8(=), стремящуюся к нулю вместе 


С в, что 
lf (2, 0) —Е (9) | <6 (¢). 


Функция f(t, 0) имеет равномерно непрерывные производные по 4 
до т-го порядка включительно. 
3. На многообразии 5, уравнение (29.16) эквивалентно уравнению 


do 
= зЕ (t, 0), (29.21) 


в котором F(t, 0) определена для всех вещественных +, 0, является 
перисдической функцией 0 с периодом 2т и почти периодической 
функцией ¢ равномерно по отношению к 0 с частотным базиеом функ- 
ции X(t, x); F(t, 0) обладает ограниченными и равномерно непрерывны- 
ми производными по 0 до т-го порядка включительно. 

Кроме того, имеют место неравенства: 


[F (t, 8) 2 (e)| <2 (2); (29.22) 
[Е (t, 0’) F(t, 6’) |< 4" (=) |@°—6"|, (29.23) 


в которых 8* (=), 1*(=) стремятся к нулю вместе с г. Таким образом, 
всякое решение уравнения (29.16), принадлежащее к многообразию S,, 
представимо в виде 


c=f(t, 0(2)), (29.24) 


где 0=0(2) есть некоторое решение уравнения (29.24), и, наоборот, вы- 
ражение (29.24), в котором 6=6(¢) есть решение уравнения (29.21), 
всегда является решением уравнения (29.16), принадлежащим много- 
образию S;. 

4. Если вещественные части всех n— 1 рассматриваемых характе- 
ристических показателей отрицательны, многообразие 55, обладает свой- 
ством притяжения всех близких к нему решений. 

Так, пусть x=2(t) есть любое решение уравнения (29.16), прохо- 
дящее при некотором # =& через какую-либо точку области U,,: 


2 (ty) € Vege 
Тогда для него при {> & будут выполняться неравенства вида: 
|2 (t)— F(t, 0(2)) 1< С, (e) en#* 0), (29.25) 
GE) _ oF (t, 0 (t))| < С, (в) е-т 4-ю. (29.26) 


*) Для сокращения записи мы не будем отмечать у функции ] (1, 8) и других 
аналогичных ей функций их явной зависимости от в. 
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5. Если все эти вещественные части положительны, то можно 
найти такое #, > ty, что 


Z(t)EUs, (51 > 59). (29.27) 
6. Если s рассматриваемых вещественных частей отрицательны, 


а остальные п— 1—5 положительны, в области 0, существует 5-мер- 
ное точечное многообразие )}, такое, что из соотношения 


x (1) Е У, 


вытекает экспоненциальное стремление к нулю выражения (29.25) при 
t—> oo, а из соотношения 


E(t )EUs,, но L(t) Е, (29.28) 


вытекает справедливость соотношения (29.27) при некотором 2, > ty. 

Таким образом, если хотя бы одна из вещественных частей рас- 
сматриваемых характеристических показателей положительна, много- 
образие 5, неустойчиво. Любое не принадлежащее к нему решение 
x(t), для которого 2 (&) лежит в области 0. и не находится на осо- 
бом точечном многообразии Wt, низшей размерности, с течением време- 
ни покинет область Uz, (с, > 6p). 

По поводу этой теоремы заметим, что нас особо будет интересо- 
вать важный частный случай, когда f(t, 0) и F(t, 0) являются периоди- 
ческими функциями { с некоторым периодом Т (не зависящим от 0) 
и число производных т взято равным двум. Этот случай будет нами 
специально рассмотрен в следующем параграфе. 

Доказательство теоремы ПШ. Существование и единствен- 
ность интегрального многообразия 5,, параметрическое представление 
которого, учитывая формулы перехода от x кв, h: 


= &(9)-+5 {A (9) b+-4* (9) 5%}, (29.29) 
p=gteu(t,g,h), b=h-+-cv(t, g, №), (29.30) 

можно представить в виде 
a = (0 и) + (А (0 =) (+ в0) + A* (б+ви) (h* + во*)} =F (d, 6), (29.31) 


вытекает из того, что в леммах Т, Ш нами установлено существование 
и единственность &, h (а следовательно, и 0, определяемого уравнением 
(29.21)). В силу того, что е и 6 нами выбраны так, что 


СА (ФЬ -- 4* (Ч <, b=h+ev, где |ht+ev| <8, 
следует: . 
314 (6+ eu) (В -Е в) + 4* (9 + eu) (R* + в0*) | < р, (29.32) 
и поэтому 
2 Е0.,. 
Согласно (29.31) многообразие 5, допускает параметрическое пред- 


ставление 
r= f(t, 0), 
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где 
f(t, 8) = Е (9+ eu(Z, 0, f(t, 6, =))) + 
+ F(A G+ eu (t, 6, 1 (6, 6, ))) FE, 6, =) + =0(@, 6, F(t, 6, =) + 
Aas (6+ ви (2,8, f(t, 0, =))) (f* (6,8, =) +20" (t, 0,7 (2, 8, 2,)))}. 
В силу того, что &(~), А(Ф) являются периодическими функциями 
ф с периодом 2x, а также в силу того, что #( =] ( 0(1)), а также 


u(t, 0, f(t, 9, =)), о(Е, 9, 1 (Е, 0, г)), в силу их определения (см. стр. 345), 
являются периодическими по @ с периодом 2ж, следует, что функции 


х= (1, 8) 


будут периодическими по @ с тем же периодом 2т. 

В лемме I доказано, что h=f(t, g, ¢) имеют ограниченные и равно- 
мерно непрерывные производные до m-ro порядка включительно. Так как 
(г) и А($) также обладают ограниченными и равномерно непрерывны- 
ми производными т-го порядка, то из (29.31) видим, что f(t, 0) будут 
обладать ограниченными и равномерно непрерывными производными до 
т-го порядка включительно. 

Кроме того, всегда можно найти таксе д (=), стремящееся к нулю 
вместе с в, что будет выполняться неравенство 


| f(t, 6) —& (6) |<8(e). (29.33) 


Утверждение 3) теоремы непосредственно следует из следствия 
к лемме I, где вместо уравнения (28.51) 


=G(e)+F (t, 8, 8) 


рассматриваем уравнение 
dé т 
at = ef (2, 6) 


относительно переменной 0. 

Покажем теперь, что многообразие 5, обладает свойством притяже- 
ния всех близких решений в случае, если вещественные части всех 
п— 1 рассматриваемых характеристических показателей отрицательны, 
т. е. покажем, что имеет место неравенство 


[2 (F(t, FO) |< С, (2) «тан, 


гдех (1) — любое решение уравнения (29.16), проходящее при некотором 
t=t, через какую-либо точку области Ох. В силу формулы перехода 
ot x & g,h (29.31) имеем, учитывая при этом соотношение (28.107): 


2 (1) —fit, 9 (t))| = | 8 (9 -- sw (2, 8, h,))+ = {A (8+ eu (t, 8, h,)) (№, + 
+20 (t, 8, №,)) + А* (6-+eu (2, 6, №,)) (Ri + e0* (1, 0, №,))} — 


— Е (6-Е аш (+, 0, f)) — А (0-е (6 9, AD) (FE, 8, г) во (, 8, f))+ 
+А* (9 - эм (6, 0, f)) (F(Z, 6, =) +20" (6, 8, 1} |< | 
<» (3, So) | — 7 (Е, 8 (t))| «С — (to, (#5) |e- tO). 
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Принимая теперь во внимание, что А; и f(t), 0(15)) принадлежат 
области U,,, окончательно получаем: 


| x(t) —f (t, 9(1)) |< С, (e) е-""@-%. 


Неравенство (28.96) непосредственно следует из установленного 
в следствии 2 к лемме Ш неравенства (28.108), где вместо переменной g 
положено 0. 

Утверждения 5 и 6 теоремы непосредственно следуют из леммы Ш 
и ее следствия 2. 

Таким образом, теорема полностью доказана. 

Заметим, что все сформулированные выше результаты непосред- 
ственно переносятся на тот случай, когда основное уравнение имеет 
несколько более общую форму 


ах 
д = eX (t, x, 8), (29.34) 
а в уравнении нервого приближения, соответствующем рассматриваемо- 


му уравнению (29.34), положено 


T 
Х, (= lim = \ X(t, x, 0) de. (29.35) 
T-00 + 
0 
При этом достаточно, чтобы условия, наложенные Ha X(t, 2), выпол- 
нялись для функции X(t, Z,¢) равномерно по отношению к = в неко- 
тором интервале 0 << г’. 
Действительно, в таком случае уравнение (29.34) теми же замена- 
ми переменных приводится к системе вида (27.105) со всеми указан- 
ными свойствами. 


$ 30. Периодические и почти периодические решения 


В настоящем параграфе рассмотрим важный частный случай, когда 
функции (29.20) f(¢,9) и правые части уравнений F (2, 0) являются 
периодическими функциями времени & с некоторым периодом 7 (не за- 
висящим от 6) и число производных т взято равным двум. 

В соответствии со свойством 2) и 3) теоремы П $ 29 такой «случай 
периодичности» будет иметь место, например, когда функции Х (&, x) 
обладают по отношению к # этим периодом Т. 

В этом случае вместо системы (27.105): 


=—G(e)+P(t, 8, h, =), 


dh (30.1) 
в = НИ Q(t, 8,1, ®), 
выбираем систему 
dg т 
ие (>, Е, he), as 


ай с 
== ИВР (+, №), 
и поэтому в неравенстве (29.22) теоремы П получаем: 


8 (:) =. (30.3) 
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«Случай периодичности» функций }(1,0) и F(t, 6) также имеет 
место, если в уравнениях (21.47) 
dg 


=o teW (i, Ф, 5), 


db (30.4) 

“dt =eHb-+ В (&, Ф, b), 
функции W(t, 9, 6), Bt, ©, b), как об этом указывалось на стр. 351, 
имеют вид (27.103), т. е. 


И =И (тм, a 


— (30.5) 
Bit, 9, b)= Bit, зи, 6), 
где W(t, 9, b), B(t, 9, 6) обладают по отношению к ¢ периодом Т. 
Тогда в качестве системы (30.1) принимается система уравне- 
ний (27.104): 


точ, ь 3), 


30.6) 
ай aft ( 
Fa HhtT (2,8, he), 
правые части которых являются периодическими функциями независи- 
мой переменной +. 

В данном случае в неравенстве (29.22) теоремы И будет: 


8 (=) =«-+-. (30.7) 


Рассматриваемый «случай периодичности» функции f(z, 0) и F (t, 0) 
представляет особый интерес, потому что здесь, опираясь на класси- 
ческие результаты Пуанкаре, дополненные Данжуа, можно провести 
анализ структуры решений, лежащих на многообразии 5. 

Этим и займемся в настоящем параграфе. 

Возьмем уравнение: 


a =F (t, 0), (30.8) 


и будем рассматривать его решение O(t) как функцию от начальных 
значений &, 6 =6(&) и разности #—&: 


6 (t) = 6%) + Df — to, tc, 0(4,)). (30.9) 


Заметим теперь, что`в силу свойства периодичности правой части 
уравнения (30.8), т. е. функции Р (Е, 0) no ¢ и 0 с периодами соответ- 
ственно Ти 2x, функция O(c, fo, 0.) будет периодической по отношению 
к 4, 9, соответственно с периодами Т и 2. 

Пусть теперь 


6, =9(¢,+n7). 
Тогда, полагая в (30.9) вместо ¢ и & соотгетственно ¢)+ (n+ 1)T 
и к +{пТ, получаем: 
0,1 = On + OL, | пТ, 6, ) 
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или, обозначая 
Ф(6,) =Ф(Т, to, 6n) 


и учитывая, что Ф(Т, t), 0,) — функция периодическая по { с периодом Т, 
имеем: 


0, = On +P (8), (30.10) 


где Ф(9) является периодической функцией @ с периодом 2т. Ввиду 

того, что в условиях теоремы П $ 29 мы приняли m=2, функция Ф (6) 

будет обладать непрерывными производными первого и второго порядков. 
Далее, из уравнения (30.8), учитывая неравенство (29.23): 


[2,6-2,5 
следует, что 


| | <en* (8) 6, — 6, |, 
откуда, учитывая (30.10), непосредственно получаем: 
|Ф' (6) [< вр (®), (30.11) 
где р (=) —>0 при =->0. 
При рассматриваемых достаточно малых значениях в, для которых 


ep (в) < 11, 
согласно (30.11) имеем: 
14+’ (6) > 0. (30.12) 
Таким образом, функция 
Е (6) =6+4 (6) (30.13) 


в силу (30.12) является монотонно возрастающей и обладает свойством 
периодичности «второго рода»: 


Е (6+ 22) =F (8) + 2. 
Поэтому преобразование 
6— F (0) (30.14) 


может рассматриваться как взаимно однозначное и взаимно непрерывное 
отображение окружности на саму себя. 

Благодаря (30.10) видим, что последовательные значения решения‘ 
уравнения (30.8) в точках {=& + пТ получаются итерацией преобразо- 
вания (30.14), исходя из начального значения 4). 

Итак, в дальнейшем вместо уравнения (30.8) и его решений будем 
рассматривать эквивалентное ему итерационное уравнение (30.10) и его 
решения. 

Заметим теперь, что итерации преобразований рассматриваемого здесь 
типа были предметом исследований Пуанкаре и Данжуа *), в которых 
было установлено следующее: 

1) Для решений 0, итерационного уравнения (30.10), т. е. согласно 
обозначению (30.13) уравнения 


0..1 =А (8), (30.15) 


*) А. Denjoy, Sur les courbes définies par les équations différentielles a la 
surface du tore, Journ. de Math., 14 (1932). 
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существует предел 


St A EE 
y= lim >=, 


NCO 


(30.16) 


зе зависящий от 4). | 
2) Если v иррационально, то общее решение итерационного уравне- 
ния (30.15) имеет вид 
0, = 2avn ++ E (2nvn + 9), (30.47) 


где ф— произвольная постоянная, а Ё ($) — непрерывная периодическая 
функция с периодом 2=. Выражение 9+ Е ($) является монотонно воз- 
растающей функцией, не остающейся постоянной ни в каком, сколь угодно 
малом интервале. 


3) Если у рационально: 


As r 
У = — 
$’ 


где 7, $-— взаимно простые числа, то рассматриваемое итерационное 
уравнение (30.15) имеет периодические решения, для которых выполня- 
ются соотношения: 


и — = 27, (30.18) 


n 


причем любые решения 6, при неограниченном возрастании п прибли- 
жаются к одному из таких периодических решений. 

Кроме того, если 4,, будет каким-либо решением рассматриваемого 
уравнения (30.15), исходящим из начального значения 6, лежащего 
внутри интервала (0, 2=), то для него можно указать такие постоянные 
Om и Bm, удовлетворяющие неравенствам: 


“и > 0, Brn > 0, On + Bin < 2т, (30.19) 
что 
— Gin < Img — 20mr < Ви. (30.20) 


Установим теперь ряд следствий из указанных результатов Пуан- 
каре — Данжуа. 

Рассмотрим сначала случай иррационального у. 

Заменяя в (30.19) & на &--пТ и учитывая периодичность функции 
Ф (‹, to, 95) по tj, получаем: 


8 (2) == 8,10 (t—ty —n?, То, 9,), 
откуда в силу (30.17) имеем: 


6 (t) = an ++ Е (Qa +) +0 (t—t)— nT, ty, 2nvn + 
+o+E(20+%)). (30.24) 


Введем для сокращения следующее обозначение: 


~E+E()+®( 9+ EW) =/6, 9). 


Тогда, полагая в (30.21) 


Е = му = 
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получим: 

6 (2) vr +o+f ва ea mn +), (30.22) 
так как 
= 2. 


Заметим, кстати, что введенная функция } (Ё, Ф) непрерывна и обла- 
дает по отношению к ф периодом 2т, так как ЕЁ ($) и O(c, ty, 6) — 
периодические по фи 8, с периодом 2*. 

Далее, так как соотношение (30.22) справедливо при любом п, то 
можем написать следующее тождество: 


7 (287 ar 2ту, Qevn-+ b+ anv ) = 
‘gules 3 
=} (20 о ‚2=т-- $). (30.23) 


Величина ¢ здесь также произвольна. к вместо ¢ новую неза- 
висимую переменную и по формуле 


t—t,— nT =—= 


Тогда тождество (30.23), очевидно, можно представить в виде 
1(и — 2 ту, 2vn+ b+ xv) = 1 (и, 2vn +9). (30.24) 


Поскольку числа 2тэй образуют на окружности всюду плотное 
множество, то в силу непрерывности из (30.24) можно заключить, что 
для любых ф будет выполняться соотношение 


f (u—2zv, p+ 2) = (и, 9). (30.25) 
Заметив это, построим функцию 
1 (28 (=) ‚9-28 (52) ) = $), (30.26) 


где ДА (9) — дробная часть вещественного числа а. Так как R(x =) 


является периодической функцией и с периодом 27 и притом непрерывна, 
кроме точек и = 2тт (т — целое), где она терцит разрыв, равный единице, 


то построенная функция f(u, 9) будет периодической функцией по отно- 
шёнию к фии, обладающей периодом 2т и, кроме того, непрерывной, 
так как ввиду тождества (30.25) свойство непрерывности сохраняется 


также в точках разрыва функции Е( = ) 
Положим теперь в правой части формулы (30.22): 


tb t—to 
АТ R( T 


Тогда формулу (30.22), учитывая соотношение (30.26), можно пред- 
ставить в виде: 


9 (#) = 2av 


Qny 4 >) ; (30.27) 
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Подставляя это выражение в (29.20) 
z= 146,0 (0)), (30.28) 
убеждаемся, что решения рассматриваемого основного уравнения 


& =eX (t, x), 


лежащие на интегральном многообразии S;, имеют в рассматриваемом 
случае иррационального у следующий вид: 


x (0 =Ф (4,t, a,¢+ $) («= ‚ар = о. ф = const ) ‚ (0.29) 


где (9, $) — непрерывная функция угловых переменных 9 и $ 

© периодом 2т. 
Итак, рассматриваемые решения уравнения (29.16), лежащие 
на многообразии S;, оказываются квазипериодическими функциями 
an 


и обладают двумя основными частотами — «внешней» частотой к 


Qnv 
и «собственной» частотой « p= 


Заметим еще, что согласно (30.27) имеем: 


и поэтому благодаря неравенству (29.22) и уравнению (30.8) получим: 


Q* 
|, — 2 (е) [< =5* (2). (30.30) 
Таким образом, в случае иррационального у ® (=) является асимптоти- 
S Qnv 
ческим приближением для собственной частоты Op = as 


Перейдем теперь к рассмотрению случая, когда число у рациональное: 


< 
© | ч 


где ги $— взаимно простые числа. 

Тогда ввиду приведенного выше результата Пуанкаре — Данжуа 
на интегральном многообразии 5, имеются периодические решения 
уравнения (30.8) с периодом $Т, причем любое решение, принадлежа- 
mee ©, приближается к одному из этих периодических решений 
< периодом sf при t— oo. 

Заметим, между прочим, что, поскольку здесь у периодических 


р 2" о 
решений частоты будут кратными Г’ МЫ можем представить их линей- 
ными комбинациями частот 

Qn Qn 2n - 
бе = a A tn = p= т 2 (30.31) 


Таким образом, и в данном случае рационального значания числа у 
стационарные решения уравнения (29.16) (нериодические решения, 
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лежащие на многообразии 5,) можно формально представить как функ- 
ции, обладающие основными частотами а, и ay. 

Перейдем теперь к рассмотрению решений, не лежащих на много- 
образии 5,, ограничиваясь при этом тем случаем, когда все п—1 
характеристических показателей имеют отрицательные вещественные 


части. 
В этом случае покажем, что любое решение основного уравне- 


ния (29.16), проходящее при {= через какую-либо точку области U,, 
приближается при t—>co к одному из стационарных решений, т. в. 
к квазипериодическому решению в случае иррационального у или 


к периодическому в случае рационального у. 
Для этого, как видно из неравенств (29.25), (29.26), 


| x(t) —f (2, 9 (t)) |< С, (=) е- "9-ю, 
aa (t 
соо 
достаточно доказать, что если какая-либо непрерывная и дифферен- 


цируемая функция 6(1) в интервале (1, со) удовлетворяет неравен- 
ству (29.26), то 


9 (1) —Ф(1.— 0, (30.32) 
{со 
где @(t) является решением уравнения 
2 =F (t, 9). (30.33) 


В свою очередь для доказательства этого утверждения достаточно 
доказать, что для любой последовательности 4,, для которой 


[бла — F (6,) |< О (в) е-*1о", уу =УТ, (30.34) 
будет иметь место соотношение 
9, —%, — 0, (30.35} 


где ф, удовлетворяет итерационному уравнению 
@n+a = F (Pn): (30.36) 
Итак, для завершения доказательства нашего утверждения о стре- 


млении любого решения основного уравнения (29.16), проходящего 
при {= через какую-либо точку области U,, к одному из стационар- 


ных решений остается рассмотреть последовательность §,, удовлетворя- 
ющую неравенству (30.34), и установить для нее справедливость пре- 
дельного соотношения (30.35). 

Этим сейчас мы и будем заниматься. 

Рассмотрим вначале следующие выражения: 


в, Kemstoim+t) — F (0-Е Kemet) = By —Р(0,)+ | 
+ Кети (2-6), 
6 ney — Ke-etom +) — Е (0, — Ке-вт0т) = 0, —F (8) — 
— Ке-®\0т (е—*1 — Fo), 


где К — некоторая постоянная, ооо говоря, малая, вмбор которой 
будет нами сделан ниже. 


(30.37) 
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В силу неравенства (30.11) и уравнения (30.13) имеем: 


Е} (0) =1+$' (0), 
| ®’ (6) |<ep(e), 
‚откуда находим: 
1 — ep (=) < 2} (8) < 1+ гр (<). (30.38) 


Поэтому, учитывая неравенства (30.38) и (30.34), из соотношения 
(30.37) получаем следующие неравенства: 


Oey Колено F (0, Кеми) 4-0 (2) 210" — 
— Ке *10т (1 — ep (=) — е 81), 


Binet — Ke-stolm+4) >F (9. a Ke-sxom) = 9 (=) а 
` + Ke-*t0m (1 — ep (=) — e270), 


(30.39) 


Пусть теперь число =, взято столь малым, что Для любого положи- 
тельного = меньшего г, выполняется следующее соотношение: 


1 — =р (=) — е-*% > 0. (30.40) 
Тогда, полагая, что постоянная К определена выражением 


Ka Ve _. (30.41) 


1— во (s)—e7 810 * 


и вводя обозначения 
Фи =0„-- Kee", фи = 6, — Ке- етот, (30.42) 
из неравенств (30.39) находим: 


фт+1 < ЕР (фм), 


р „ 30.43 
Omit > Е (Ym): ( ) 
Рассмотрим теперь системы чисел 

фт, пу Pm, ns (30.44) 


являющиеся по отношению к индексу т решениями итерационного 
Уравнения. (30.36): 


Pm+1 re F (Pn) 
при начальных условиях 
Фт, п = 6, + Ке-=т0т = oy ; 
фи =6§ — Ke-*torn — № (т == п). (30.45) 
m,n — Уп — Фп 


Вследствие неравенств (30.43), принимая во внимание монотонное 
возрастание функции F (6), заключаем, что 


— " (man, n+1, n+2, ae (30.46) 
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Согласно (30.45) имеем: 
6, = 0m — Ке-*тот, 
9, = фи + Ке-* тот, 
откуда, учитывая (30.46), получаем следующее неравенство: 
| on n+ Ке- т <8 < ohn п— Kemet, (30.47) 
Рассмотрим вначале случай иррационального У. В этом случае 


на основании второго свойства Пуанкаре — Данжуа (стр. 389) фт, п и Фи, в 
как решения итерационного уравнения (30.36) могут быть представлены 


в следующем виде: 
Om, n= т Е, + Е (2т + Ey), | 


фт, в = 2 тут +%,+ Е (2лут т»), 


где & и 1„- произвольные постоянные. 

Принимая во внимание (30.47) (откуда следует, что Om, п < Ym, п} 
и учитывая, что Ф-- Е ($) является монотонно возрастающей функцией, 
не остающейся постоянной ни в каком сколь угодно малом интервале, 
можем утверждать, что стоящие в соотношении (30.48) постоянные &, и т, 


удовлетворяют неравенству 
а (30.49} 


Полагая в неравенствах (30.47) m=n+1 и учитывая (30.45), имеем: 
9+1, n> Oney+ Keen +9) = Oat nat, 
ww п 3 . 
Ont, п < Oni — Kem POF) = On st, п. ( . a0) 
Сравнивая (30.50) и (30.48), находим: 
bn TE (2= (т) + Eq) > Ener Е (22 (on +9) +), 
Nn - Е (20 (уп +9) + Ma) < Nasa + Е (2% (vn +-¥) + Чина), 


и потому ввиду монотонного возрастания функции 9+ Ё ($) видим, что 


(30.48) 


+ < п > 
о | (30.54) 
Тина > Uns 


с другой стороны, из равенств (30.48) и (30.45) следует: 
E+E (2uvn+&,) — т. — Е (2тт + 4.) = 2Ке-*1т —> 0, 


п->со 


откуда 
= — 1-0, No. (30.52) 


Только что установленные соотношения (30.49), (30.51), (30.52) 
показывают, что последовательности §, и тл„, первая убывая, а вторая’ 


возрастая, стремятся к некоторому общему пределу $. 
С другой стороны, отбрасывая в неравенствах (30.47) слагаемое 
Ке-*10т и учитывая соотношение (30.48), имеем: 


ат НЕ, -- Е (2nvm +£,,) > 9, > 2т + 1.- Е (2=т-- ти), (30.53) 
откуда при m—> co находим: 


9, — {(2nvm + $) Е (2тут + Ф)} > 0, 
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или 
8 — Pm —> 9, т-> 0, (30.54) 


что и требовалось доказать. 
Перейдем теперь к рассмотрению случая рационального у: 


Y=—, (30.55) 


$ 


где ги $5— взаимно простые числа. 
Введем функцию, получающуюся в результате 5-кратного примене- 
ния преобразования Р: 


®, (9) =F (... F(g)...)—2ar, (30.56) 


й заметим, что она будет непрерывно и монотонно возрастающей функ- 
цией о. 

Так как Р ($) обладает свойством периодичности «второго рода» 
с периодом 2x, то, следовательно, разность 


Ф, (9 -з (30.57) 
будет периодической с периодом 2m по $. 

Ввиду того, что в рассматриваемом случае рационального (=>) 
на основании свойства 3), установленного Пуанкаре — Дапжуа, перио- 
дические решения итерационного уравнения (30.36) 

Фи-1 =F (Фа) 
удовлетворяют соотношению 
Фи+з — Pn = 277, (30.58) 
то для них 
Onis =F (... Е (Е (9) ...), 
или на основании (30.56) 


Paes — 217 = Ф, (фи), (30:59) 
откуда, учитывая (30.58) и полагая п = тз, находим: 
Физ = Pr (Физ). 


Таким образом, принимая в качестве начального. значения Ф один 
из корней уравнения 


= ®, (9), (30.60) 


получаем решение итерационного уравнения (30.36) Ф„., исходящее 
из начального значения %, которое согласно (30.58) можем записать 
в виде 
Фтз = Фо + 2arm. (30.61) 
Однако имеем: 


@mse1 — F (Физ) = 0. (30.62) 
Согласно соотношению (30.34) имеем также: 


TF On ‚)—0, m-> ow. (30.63) 


Onset 
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Поэтому в данном случае рационального у для того, чтобы дока- 
зать соотношение 
8, —$„—0, п-> ©, 
нам надо показать, что 
Ons —Pms—> 0, m—> с (30.64) 


или, что непосредственно вытекает из (30.62) и (30.63), 


0 
или, наконец, вообще 
О ask 


где А =0, 1,2, ..., $—1. 
Учитывая (30.61), соотношение (30.64) можем записать в виде 


тз+1 — Фтз+1 >0, т—> о, 


— Фив:к > 0, т-> о, 


Ong — 207M —> $, т-> оо, (30.65) 


ms 
где 9, — один из корней уравнения (30.60). 
Поэтому для доказательства нашего утверждения о стремлении 
всякого решения основного уравнения (29.16), проходящего при #=& 
через какую- -либо точку области Us, к одному из стационарных реше“ 


ний, нам в случае рационального у остается установить справедливость 
предельного перехода (30.65). 

Итак, приступим к доказательству предельного соотношения (30.65). 

Возьмем какое-либо решение 9,, итерационного уравнения (30.36), 
исходящее из начального значения $, произвольно фиксированного 
в интервале (0, 2т). 

Учитывая, что согласно (30.61) 


Фо = Физ — 2ттт, 
положим для сокращения 


п = Физ — 2ETM. 


Тогда согласно свойству 3), установленному Пуанкаре — Данжуа 
(см. стр. 389), имеем: 


Sm < Bins (30.66) 
rye 
Gn > 0, Bode 0, Om 1 Bm < dn. 


С другой стороны, согласно (30.19) и (30.59) можем написать: 


Pn == Pms+s — aur — 2nmr = Ф, (Физ) — 2ттг. 


Но так как 
Фтз = Pn at 2nmr, 

то, учитывая, что ®, (p) обладает свойством периодичности второго рода, 
имеем: 

Pmi1 = ®, (Pin): (30.67) 
и потому ввиду монотонного возрастания функции ©, (2) в случае, если 
‘рассматриваемое решение итерационного уравнения (30.36) »,, не является 
периодическим, T. е. если числа Ф„ не постоянны по отношению 
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к индексу т, последовательность 


Фо, фа, Фа, ны es 


будет, монотонно убывая или возрастая, стремиться к некоторому: 
пределу, являющемуся корнем уравнения (30.60). 

Установим теперь следующие леммы. 

Лемма а). Последовательность 


фи (т =0, 1,2, ...) 


никогда не может «перескочить» через какой-либо корень уравнения (30.60) 


p=, ($), 
т. е. не существует такого целого My, что 
фто < Фо < Pmott (30.68) 
или 
Png > Po > Pott: (30.69) 


Доказательство. Допустим, что имеет место неравенство (30.68). 
Тогда вследствие монотонного возрастания функции Ф, ($) имеем: 


Ф, (Fino) < Ф, ($), 


откуда, учитывая соотношение (30.67), получаем: 


Фто-1 < Фо, 
что противоречит (30.68). 
Аналогично доказывается также невозможность неравенства (30.69). 
Лемма 6). Если последовательности 


Gn, Ym (m=0, 1,2, ...), (30.70) 


соответствующие решениям итерационного уравнения (30.36), стремятся 
к различным корням уравнения (30.60), то между величинами 


Pm, Ym 

всегда лежит, по крайней мере, один корень этого уравнения (30.60). 

Доказательство. Прежде чем приступить к доказательству, 
заметим, что здесь могут представиться два случая: 1) когда обе рас- 
сматриваемые последовательности одновременно возрастают или убывают 
и 2) когда одна из них возрастает, а другая убывает. 

Рассмотрим вначале случай одновременного возрастания. Пусть, 
например, для определенности 


СЕЙ и 
Фо > %. 
Тогда, так как обе последовательности возрастают и стремятся 
к различным корням уравнения (30.60), то, очевидно, что для всех т 


фе > Фе. 
Переходя к пределу, получим 
<’ > ¢", 
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где »’ u $’ —KopHn уравнения (30.60), являющиеся соответственно пре- 
делами последовательностей фт, фт. 


Благодаря монотонному возрастанию последовательности т, оче- 
видно, получим: 


om <9". (30.71) 


Так как последовательность фи на основании леммы a) не может 
«перепрыгнуть» через $”, то для всех т имеем: 


>. (30.72) 
Из неравенств (30.71) и (30.72) получаем: 
gm ЗФ’ < $m, 
что и доказывает в рассматриваемом случае справедливость нашей 
леммы. 
Аналогичные рассуждения имеют место и в случае одновременного 
убывания последовательностей (30.70). 
Пусть теперь одна из последовательностей (30.70) убывает, а дру- 
Гая возрастает. 
В этом случае знаки следующих двух выражений: 
йе —, р oh 
фт+1 — Pm =D, (Ym) — Pm 
>) Я п “a 
Фт-+1 = фт, =@, (т) — Pm, 
‚различны (так как одна последовательность возрастает, а ‚другая 


убывает). 
Поэтому на основании непрерывности уравнение (30.60) 


®, (y)-¢ =0 
имеет, по крайней мере, один корень в интервале 
[ть Pm]. 
Итак, лемма 6) полностью доказана. 
Возвратимся теперь к рассмотрению неравенств (30.47): 
фт, n + Ke-*%0™ < би < фи, m — Ке "т (т=п,п-- 1, n+2,...,). 
Полагая для сокращения 
Pms, ns — 2nrm = Фт, п, 
ф’нв, ns — АРТ = Om, ny (30.73) 
j “a диз — 2arm = Om, 
заменяя в (30.47) т Wn соответственно на ms и NS и вычитая из всех 
частей неравенства 2ттт, получаем и неравенства: 
Pm, nt Ke-e%o™8 < би < фи, п — Ке °10"8 


30.74) . 
а aie. ( ) 
причем, полагая в (30.45) т=п и учитывая (30.73), находим: 
Фи, n= ви -- Ke-*%0"s, (30.75) 
ns п = On — Ке "108 
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Если теперь для какого-либо фиксированного п при m—> со после- 
довательности 


фт, ns Фин п (30.76) 
стремятся к одному и тому же корню $, уравнения (30.60), то из (30.74) 
следует, что 


бт —> Qo при т-> oo, 
или учитывая третье обозначение (30.73), имеем: 


9 из — 2=7т—>.9, т— CO, 


что и доказывает наше утверждение. 

Если же, наоборот, при любом п последовательности (30.76) при т —> co 
стремятся к различным корням уравнения (30.60), то на основании 
леммы 6) в интервалах 

dn == [Фп, п, Фи, п] 
всегда лежит, по крайней мере, один корень уравнения (30.60). 


Легко доказать, однако, что при произвольном положительном Ё 
интервалы 


lnk = [Фачь, n+ky фи, ntkls Ln = [?n, Ny Qn, п] 


имеют общую часть. 
В самом деле, если бы эти интервалы не имели общей части, то 
выполнялось бы одно из следующих двух соотношений: 


Pr+k, ntk > Ort, ntk > Gh, n > on, n (30.77) 
Wn 


Prk, atk < ФИА, nck < Фи. п < Pn, п. (30.78) 
Допустим сначала, что выполняется соотношение (30,77). Тогда, 
полагая в (30.74) m=n-+-k, имеем: 
фазы, п — Ке-®1о (4%) 8 > Onin > филь, n+ Kemet +, (30.79) 
Учитывая (30.75), можем написать: 


би» = Ке-*\%о (+h) 8 — Qn+k, n+k» 
и потому из (30.77) и (30.78) находим: 


= ед: Е и 
Фив, n> Фив, nth > Фил, ntk > Фи, п. (30.80) 
Обозначим через а». корень уравнения (30.60), лежащий в интер- 
вале [ив = [Фи-, nth: Фив, n+k]- На основании (30.80) этот корень anip 
удовлетворяет также соотношению 
ее р 
Pntk, п >> бак > фт, п, 
и таким образом, мы видим, что последовательность 


7? 7 =, Я 
Pn, ne Pn+1, п, Pn42, п) + - +) Фи, п 


«перепрыгивает» через корень уравнения (30.60), что противоречит леммеа). 
Аналогично доказывается невозможность неравенства (30.78). 
Итак, интервалы 


+в, Е 


п+В? бт 
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имеют общие части. Так как, с другой стороны, согласно (30.75) длина 
интервала lL, равна 2Ke-*%™ и в каждом из этих интервалов нахо- 


дятся 0, и корни уравнения (30.60), то убеждаемся, что при п—> с 


6, — Pp, 
где х— корень уравнения (30.60), или согласно обозначению (30.73) 
Ong — 27 TM —> $y, M—> 00, 


что и требовалось доказать для случая рационального у. 
Резюмируем теперь полученные результаты в форме следующей 


теоремы. 
Теорема ТТТ. Пусть для уравнения 


dx 
т = eX (t, 2) (30.81) 


выполняются условия a) и 6) теоремы П $ 29 (см. стр. 382), а также 
условие в) при т=2. 
Кроме того, пусть выполняется одно из следующих двух условий: 
a) Х (1, <) — периодическая функция по ¢ с периодом Т равномерно 


по отношению к LEU, или 
8) в уравнениях (30.4) функции W (9,6), В(,$,6) имеют вид: 


W (t, 9, b) =И (ея, 5), 
В( y, b) =B(t,9+vé, 5), 


причем функции W (1,5, b), В (Е, 9, b) обладают по отношению к ¢t перио- 
дом Т равномерно относительно ф, 

Тогда можно указать такое достаточно малое ноложительное число =’ 
и положительное о, (5, < р), что при любом положительном в < e’ урав- 
нение (30.81) имеет единственное интегральное многообразие S,, лежа- 
mee для всех вещественных ¢ в области U,, удовлетворяющее результа- 
там 2) и 3) теоремы II, в которых следует положить т=2. 

Поведение решений 

z= f(t, 9), 


где 6 определяется из уравнения 
Chi) 
au ef (1, 6) 


(причем f(t,9) и F(¢,6) являются периодическими функциями uo ft 
с периодом 7’, не зависящим от 8), характеризуется числом у и может 
быть представлено в виде 

2(=© (a,t,4,¢+ ), > == const, 
fore _ 2% _ an 6 
де a,=—-—(«BHeMHAA» частота), а, = ¥ («собственная» частота), 


а Ф(ф, $) — непрерывная функция угловых переменных о, ф с периодом 2т. 

Таким образом, если у иррационально, каждое из решений x(t), 
лежащее на интегральном многообразии 5,, является квазипериодиче- 
ской функцией ¢ с двумя основными частотами а, и а; если у рацио- 
нально, то на интегральном многообразии 5, существуют периодические 
решения © этими же основными частотами, и любое непериодическое 
решение, лежащее на интегральном многообразии 5, приближается 
к одному из таких периодических решений при #—> oo. 
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В случае выполнения условия a) имеет место неравенство 


[&›— =0 | < 26 (=), 6 (=) —— 0; 


в случае выполнения условия 8) — неравенство 
|a,, —-у— 0 | <= (в), (в) т 0. 


Пусть в дополнение к уже наложенным условиям все п — 1 рассмат- 
риваемых характеристических показателей имеют отрицательные веще- 
ственные части. 

Тогда любое решение уравнения (30.81), проходящее при #=4 
через какую-либо точку области U,, приближается при t—> со к одному 
из стационарных решений (к квазипериодическому решению в случае 
иррационального у или к периодическому решению в случае рациональ- 
ного У). 

Укажем в заключение ряд приложений теорем I, H, Ш к теории 
нелинейных колебаний в системах с одной степенью свободы. 

Начнем с рассмотрения свободных колебаний, характеризуемых диф- 
ференциальным уравнением вида (1.1): 


4х Qn ‚4х 
Чао «1 (2), 


с малым положительным параметром ев. 
Тогда уравнение первого приближения для амплитуды колебаний 
будет (1.24): 


da 
“dt a eA, (2), 


причем на основании (1.27) 
an 


A, (a) = — xo \ f(a cos $, —aw sin) sing dd. 
0 


Покажем теперь, что C помощью теоремы I и сделанного к ней 
примечания можно строго установить те результаты, относящиеся к свой- 
ствам периодичности и устойчивости, которые были получены в главе | 
для приближенных решений. 

Для этого совершим в уравнении (1.1) замену переменных: 


х=ас03$, 
dx hi se 
= Tsing 
В результате получим: 
ae —=f(a cos, —awsind)sing, 
4 о (30.82) 
=9—ъ2/(а 008$, —awsin $) с0зф, 
откуда 
da f(acosd, — ао эт $) sin) 30.83) 
ie te ee (30. 


= }(ас05ф, —awsin 4) cosy 
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Таким образом, приходим к уравнению вида (26.1). 
Соответствующее уравнение первого приближения (26.2) будет: 


an 
en — я \ 1 (а созф, —aw зш $) зш > dp, 


>, 


т. е. 
da Е 
ay = ae A, (a) . 

Пусть уравнение 

А, (a) =0 
имеет нетривиальное решение 

а=а%, а, == 0, 

для которого 

Aj (в) #0. 


Предположим также, что функция f(x, 2’) на плоскости (х, x’) 
непрерывна со своими частными производными первого порядка в окрест- 
ности эллипса 


=. (30.84) 


Тогда на основании упомянутой теоремы можем утверждать, что при 


достаточно малых значениях з точное уравнение (30.83) имеет периоди- 
ческое решение 


a = а ($) 
с периодом 27, близкое к a,. Это решение будет устойчиво в случае 
A; (@) < 0 (30.85) 
и обладает свойством притяжения близких решений. 
В случае 
А, (a) > 0 (30.86) 


оно неустойчиво и обладает свойством отталкивания. 

Принимая во внимание сделанную замену переменных и второе из 
уравнений (30.82), видим, что рассматриваемое уравнение (1.1) имеет 
при достаточно малых з предельный цикл, соответствующий 'периодиче- 
скому решению, близкий к эллипсу (30.84). При условии (30.85) этот 
предельный цикл будет устойчивым, при условии (30.84) — неустойчивым. 

Это как раз те выводы, которые были сделаны в излагавшейся 
ранее приближенной теории. 

Перейдем теперь к исследованию колебательных систем, описывае- 
мых более общим уравнением (13.1): 


ay 4% 
at? 024 = =] (м, т, =) , 


в котором (в, 2, $7 является периодической функцией 0 с периодом 2x. 
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Рассмотрим сначала случай резонанса, когда 


где р, 9 —взаимно простые числа. 
Соответствующие уравнения первого приближения будут: 
аа 


ot ед, (а, 8), ®=.В, (а, 9), (30.87) 


где в силу (13.14), (14.23) имеем: 


2 ка 
У 


А; (а, 3) = — 55 И (вм, Bot sin (2040) at, 


>. 


(30.88) 


2nq 
В, (а, 3) = лы ( ho (а, wt, 2 t+8 сов Putte de. 
0 


Чтобы воспользоваться нашими теоремами, совершим в основном 
уравнении (13.1) замену переменных: 


z= 0087 + дат Ри, 4 ЕР УМ Та vcs ov, (30.89) 


приведя его к системе в стандартной форме: 
= 


==, ме ьт, (30.90) 
где 
Е (t, & 1) sin Ри Е (Е, &, 1) cos Ри 
я вии Y(t, &, 1)= ——,—+_, 
—-У —\ 
q 4 


F (t, &, 9) =/ (м, Ecos aut asin ots ууу» cos Pvt) — 


—A (cos? w+ asin г vt ) й 
Как видно, правые части уравнений (30.87) являются периодиче- 
<кими функциями ¢ с периодом one 


Заметим также, что уравнения первого приближения, соответствую- 
щие системе (30.90): 


2nq 
dé © 
У 
а \ хо, Ё 1) Е, 
0 
а. 


я тб а, 
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эквивалентны. уравнениям (30.87) и переходят в них посредством замены 
E=acos}, y= —asint. 
Предположим, что уравнения (30.87) имеют постоянное решение 
а=а, %=%, (30.91) 


и что в окрестности эллипса 


и (30.92) 
=) 


функция f(z, 2, x’) непрерывна со своими частными производными перво- 
го порядка по x, x’. 

Пусть, далее, оба корня характеристического уравнения, соответ- 
ствующего уравнениям в вариациях для решения (30.81), имеют отрица- 
тельные вещественные части. 

Тогда, очевидно, условия теоремы I выполнены. 

Принимая во внимание установленные в ней свойства, можем утвер- 
ждать, что в рассматриваемом случае, при достаточно малых = ypaBHe- 


24 
ние (13.1) имеет периодическое решение с периодом те близкое к гар- 
моническому 


aycos( 2 и-+% ) . 


Любое решение, проходящее через точку некоторой окрестности эллип- 
са (30.92), будет асимптотически приближаться к периодическому реше- 
нию при t—+-+ оо. 

Пусть теперь уравнения первого приближения имеют периодическое 
решение с характеристическим показателем, вещественная часть которого 
отлична от нуля, и пусть функция f(t, х, x2’) в некоторой окрестности 
орбиты этого решения обладает непрерывными частными производными 
по x, х’ до второго порядка включительно. 

В этом случае условия теоремы II и теоремы Ш (с условием a)) 
выполнены. 

Поэтому можем утверждать, например, что при достаточно малых & 
в некоторой окрестности указанной орбиты имеются стационарные реше- 
ния, обладающие двумя основными частотами: «собственной» и «вынужден- 
ной». При иррациональном отношении этих частот стационарные решения 
квазипериодичны, при рациональном — периодичны. 

В случае, когда вещественная часть характеристического показателя 
положительна, стационарные решения неустойчивы. Если, наоборот, эта 
вещественная часть отрицательна, всякое решение уравнения (13.1), для 
которого при каком-либо & точка 


Р = (0. Р 
t) = x(t) cos — vi — ——— sin — vi 
яч ти, 
4 
п( == (о sine v +E сов 


У 


4 


лежит достаточно близко около указанной орбиты 
приближается к стационарному для t—>-+ <. 


‚ асимптотически 
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Перейдем теперь к рассмотрению нерезонансного случая, когда 
уравнения первого приближения имеют вид 


4 


4 A (а), Boo+eB, (а), (30.93) 


где A,(a) В, (а) определяются формулами (13.15), (13.35): 


2n 2% 
A, (а) = — pe ( | 70, асозф, —awsin $) sin ф dy a8, 
d 0 
2m Qn 
_В, (а) = ==) \ #40, acosg, —awsin $) созфаф ав. 
65 


Для удобства применения теорем II, Ш совершим в уравнении (13.1) 
замену переменных: 
ae 
dt 
Получим уравнения в стандартной форме: 


“t eA (vt, wl +9, а), & = В (и, ot-+9, а), (30.94) 


z=acos(wi+ 9), = —aw sin(wi+9). 


где 
А (0, $, а) = —+f(6, ас0зф, —awsing)sing, 
В (0, Ф, а) = — sy (0, асозф, — а зш $) cos. 
Правые части этих уравнений являются, как видно, квазипериоди- 


ческими функциями ¢ с двумя основными частотами — и у. 
Если отношение этих частот иррационально, имеем: 


T 2n Qn 
lim — { A(v, wt +9, a) dt = ( \ 46, 5, aydbdy=A,(2), | 
Tere 0 о 
- а ` (30.95) 
3 4 
lim т \ Bvt, ot +9, a)dt = ar | \ В (6, $, а) 4046 = В, (a). | 


Заметим, что эти равенства могут выполняться не только при ирра- 
Е o 
циональном значении отношения Ее 


Возьмем, например, случай, рассматривавшийся в главе III, когда 
и < < 
f(t, x, x’) представляется конечной суммой вида 


м 
У einvif (т, 2’), 
=N 
в которой f, (5, х') — полиномы по отношению к 2, wv’. 
Как легко видеть, в этом случае можно указать конечную сово- 
в 
купность рациональных чисел таким образом, что если —; не равно одно- 


му из чисел этой совокупности, то равенства (30.95) выполняются. 
Пусть так или иначе справедливость этих равенств обеспечена. 
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Тогда уравнения (30.93) оказываются уравнениями первого прибли- 
жения (усредненными уравнениями) для системы (30.94). 
Предположим, что уравнение 


A, (а) =0 
имеет нетривиальное решение: 
=4 50, 
для которого 
Aj (а) #0. 


Предположим также, что функция f (8, 2, х’) обладает непрерывными 
частными производными по х, x до второго порядка включительно 


в некоторой окрестности эллипса 
22 
+ = ay. 


В таком случае, как видно, выполнены условия теоремы П и Teope- 
мы П (условие) 6)). | 

Следовательно, можем утверждать, что для достаточно малых зна- 
чений = уравнение (13.1) действительно имеет стационарные решения 
с амплитудой, близкой к а, которые как функции { обладают двумя 
основными частотами — собственной и вынужденной. 


При 
, 
А, (ao) > 0 
семейство стационарных решений обладает свойством отталкивания, a при 
, 
А, (4) < 0 


— свойством притяжения близких решений. 

Интересно отметить, что наложенные условия, обеспечивающие воз- 
можность применения теорем II, Ш, являются настолько общими, что 
при их выполнении даже ряд (13.46), входящий в улучшенное первое 
приближение, может оказаться расходящимся *). 

Мы рассмотрели вопросы об установлении свойств точных решений 
по свойствам решений уравнений первого приближения. 

В ряде случаев, однако, может представить интерес использование. 
для этой цели уравнений более высокого приближения. , 

Так, например, вещественные части характеристических показате- 
лей могут обратиться в нуль для уравнений первого приближения. 

Может также возникнуть вопрос о теоретической оценке погрешности 
для асимптотического приближения высшего порядка. 

Для таких случаев нетрудно обобщить методику изложенную в $ 29, 
например, с помощью использования выражений улучшенного т-го 
‘приближения как формул замены переменных. Тогда придем к системе 
типа (27.105), в которой «дополнительные члены» P, О будут уже вели- 
чинами порядка малости ="+!, что, разумеется, соответственно повышает 
порядок полученных оценок. 

Естественно, что такое рассмотрение требует наложения более. 
жестких условий на характер регулярности функций, входящих в иссле- 
дуемые дифференциальные уравнения. 


*) Из-за наличия «малых делителей» вида «? — (па -- mw)?. 
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